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Vorwort. 



Vorliegendes Buch ist für die drei oberen Klassen unserer 
höheren Lehranstalten bestimmt. Es soll zum Führer bei einer 
vollständigen Wiederholung des ganzen Lehrstoffs, besonders auf 
oberster Stufe und vor der Abgan^prüfung gewählt werden können. 
Die dürre Langeweile des Lernens, Vergessena, Wiederlernens und 
Wiedervergessens der Sätze, häufig mit einem traurigen Halbwissen 
abschliefsend , soll nicht nur vermieden, sondern sie soll durch 
etwas Angenehmes ersetzt werden, durch die erfreuende Thätigkeit 
selbständigen Denkens und des Umsetzens von Wi^en in Können. 

Es hat verhältniemäfsig lange gedauert, bis die Überzeugung 
von der Wichtigkeit des Äufgabenlösens für den mathematischen 
Unterricht sich ailgeraeine Geltung verschaffte. Gegenwärtig be- 
gegnet die Behauptung, dafs Lösung von Aufgaben Ziel und Zweck 
der mathematischen Ausbildung sei, keinem ernsten Widerspruche 
mehr. Die Zahl der Aufgabensammlungen, und zwar der brauch- 
baren, ist dementsprechend nicht klein. 

Das vorliegende Buch zeigt einen vom Herkommen abweichen- 
den Plan. Es enthält eine nur geringe Zahl Aufgaben; aber die 
Lösungen sind nicht blofs angedeutet, sondern erschöpfend durch- 
geführt. Dabei ist in bewufstem Gegensatze zur herkömmlichen 
Breite nicht nach dem steifen Rahmen Analysis — Konstruktion — 
Beweis — Determination gearbeitet, sondern nur erstrebt worden, 
dafs die gegebene Lösung streng richtig und die Eiehtigkeit über- 
zeugend dargethan sei. Bezüglich der Determination ist festzu- 
halten, dafs klare Einsicht in die Möglichkeitsbedingungen einer 
Lösung durch Aufzeigung der Grenze häufig von hohem wissen- 
schaftlichen Reize, aber leider gleichzeitig für den mittelbegabten 
Anfänger zu abstrakt ist. Für Gymnasien sind daher bezüglich 
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der Aufgaben 47, 48, 50 Kürzungen zulässig. Übrigens lial)en 
die Grenzbetrachtungen, wo es anging, durch Maximalaufgaben 
den Charakter unfruchtbarer Verneinung abgelegt. 

Den gelösten Aufgaben sind die zur Lösung führenden Sätze in 
vollem Wortlaute beigefügt. Ich hoffe dadurch zu erreichen, dafs 
diese Sammlung zu jedem Lehrbuche gebraucht werden kann. Legt 
man grofses Gewicht darauf, dafs die Sätze in einer genau bestimm- 
ten Fassung dem Gedächtnisse anvertraut werden, so kann man ja 
dem Schüler aufgeben, sich die Sätze nicht in der Fassung der Samm- 
lung, sondern in der des Lehi-buches zu merken. Übrigens scheint 
es mir doch nicht Hauptsache zu sein, dafs die Schüler gerade in 
einer bestimmten Fassung die Sätze auswendig hersagen können. 

Die Walil der Aufgaben ist nach den Grundsätzen erfolgt: 
Der zur Lösung führende Gedanke soll an jeder Aufgabe klar her- 
vortreten; die Schwierigkeit soll ein gewisses Mittelmafs nicht 
überschreiten, aber auch erreichen; der Lösungsgedanke soll für 
andere Aufgaben fruchtbar sein. Die Aufgaben sollen womöghch 
praktischen oder wissenschaftlichen Hintergrund haben; Künste- 
leien sind streng zu meiden. 

Bezüglich der Anordnung ist ein gewisser natürlicher Zu- 
sammenhang und eine Reihenfolge nach Lösungsmethoden ange- 
strebt worden. Dagegen habe ich mich nicht entschliefsen kömien, 
den Mafsstab der gröfseren Schwierigkeit jedesmal bezüglich der 
Entscheidung in dieser Hinsicht anzulegen. Es macht dem Ler- 
nenden Freude, nach schwierigeren Aufgaben auch einmal einer 
leichteren zu begegnen. Ich habe besonders gegen Ende jedes 
der beiden Teile derartige Aufgaben eingelegt. 

Wie man längst durch Musteraufsätze und Musterübersetzungen 
zusammenhängender Lesestücke dem Erlernen der Sprachen ein 
willkommenes Hülfsmittel dargeboten hat, so glaubt der Yei-fasser 
filr die Erleichterung des Eindringens in die Raumlehre hoffentlich 
vielen einen Dienst durch vorliegendes Buch zu erweisen. Zwei 
Dinge sind verliängnisvoll für jeden Lernfortschritt : Langeweile und 
Schwierigkeiten, welche nicht durch die Sache auferlegt werden. 
Möge es dem Verfasser gelungen sein, an der Hinwegräumung dieser 
Steine von der schönen Strafse mit Erfolg gearbeitet zu haben, 
die zur Geometrie führt. Auch für diese Strafse gilt das alte 
Wort: Loncfum Her est per prmc&pta, breve et efficax pei- exempla. 

Coesfeld, im März 1891. 

Karl Schweriiig. 
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dei Tangente bildet 140 

95 Mau bestimme den Schweipunlt eines Kreiisefemenb- — h.ugel von 
einem Cylmdei durL,libohit dessen Axe duich den Kugelnuttelpimkt 
geht 141 

96 Ühei einem ParaJlelogiamm als Criundfllche steht eine Pytimidn 
deien Hob enfufe[ unkt dei Schnittpunkt 1er Dmgonalen ist \^ ann 
kann man um wann in d e Pjranude eine Kugel besehreibi-n ' 142 

97 Li emei Ebene ist eme Strecke iB und ein Punkt C tegehen Min 
be&timme auf dei zur Lbene in C erachtetfn Senkrechten einen 
Punkt B detaitig dale 2i ÄDB eme voigebchnebene ( rfifse ' erhalt 143 

98 In einer Lbene ist eme deiade gegeben fernei i&t ene Schiefe zur 
Ebene gegeben und es soll eiu Schiefen eine Paiallele im AI stände / 
gezogen werden, welche die in dei Ebene gegebene Gerade schneidet 144 

99 Eme Halbkugel soD duich eme dei ebenen Begienzungsflache pnallele 
Biene m einem ^ oi geschriebenen Voihaltnisse geteilt weiden 145 

100 Der eine Schenkel eines gegebenen Wmkels ist e ner gegebe i n 
Ebene jaiallel De ai 1 it Schenkel ■it diehbi Mti 1 tmin k 
die Gleichung dei Kui\e in vol hei ei d e Kl i e t flt 146 



Anhang, 

Dio imaginären Griirser. Einige B.eihen 147 
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Berichtiguiige 



3 Die statt DB'. 
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Erster Teil. 

Aufgaben aus der Planimetrie. 
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hihmi Punkt zn bestiiuiueu, von dem aus gesellen zwei Kreise 
gleicli ^ofs erscheinen. Bestimmung durch Angabe des geo- 
metrischen Ortes. 

j sei C ein solcher Punkt. Wir verbinden ihn mit A und B, 
den Mittelpunk- 
ten der gegebe- 
nen Kreise, und 
ziehen die Tan- 
genten CD und 
CE. Dann sind 
die Winkel PCJ. 
und ECB die 
halben Sehwin- 
^'^' ^- kol ; denn : 

Verbindet man den Schnittpunkt zweier Tangen- 
ten mit dem Mittelpunkte des Kreises, so halbiert 
die Verbindungslinie den von den Tangenten gebil- 
deten Winkel. 

Die Dreiecke DCA und ECB sind rechtwinklig hei D und E; 
denn : 

Jede Tangente eines Kreises steht senkrecht auf 
dem Radius im Berührungspunkte, 
Diese Dreiecke sind nun ähnlich ; denn : 
Zwei Dreiecke, welche in zwei Winkeln überein- 
stimmen, sind ähnlich. 

Also verhält sich AC : CB = AD : EB. Da die Radien und 
die Centrale der Kreise bekannt sind, eo ist der Punkt C dadurch 
näher bestimmt. Er liegt auf dem ÄpoUonischen Kreise, 
den wir jefcit näher zu untersuchen haben. 



y Google 



Kiue begebene Strecke a soll im Verliiiltiiisse von tu zn n 
nach iiiiieii iniA aussen geteilt wevAeii. 




AO=a, ÄF=m, GC^CE = n, AF\\aO. Die Punkte 
D und B lösen die Aufgalie. Denn Dreieck FDÄ i-^ EDO. 
BCG t^ BAF. Die beiden Verhältnisse 



DA 

DC ^ 



BÄ _ 
BC - 



wollen wir Teilverhältnisse nennen und uns gewöhnen, immer 
mit dem Teilpunkte zu beginnen: also DA. nicht AD; BC, 
nicht CB. 

Es giebt für das gegebene Verhältnis min nur 
einen Innern und auch nur einen äufscrn Teilpunkt. 

Um dies einzusehen, lassen wir einen Punkt x die unendlich 
lange Gerade AO durchwandern. 

Betindet sieh x in obiger Figur rechts von B, so ist nicht 



denn daraus würde folgen: 



BA 



' «^^"^ ÄC = I-r 



xÄ~xC BA^BC 
oder ein Teil BA gleich dem ganzen xA, w. u. i. 
Wir haben hier den Satz angewandt: 

In einer richtigen Proportion verhält sich das 
erste Glied zurDifferenz des ersten und zweiten wie 
das dritte Glied zur Differenz des dritten und vierten. 
Ebenso zeigt man , dafe x nicht zwischen B und C liegen 
kann. Es kann x auch nicht zwischen A und C liegen. Denn 
wäre xA : xG := in : n ^ DA : DC, so wäre nach Umstellung 
der Mittelglieder 

x_A _ xC 
'da~ t)C' 
also ein unechter Bruch gleich einem echten, w. u. i. 
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Noeii weniger kann x links von A liegen. Denn 

DA ™ _ :?jl 

DC~ n BC 

sind unechte Brüche, da BA^- BC; y^ wäre aber ein echter 
Bruch. 

Es ist also gezeigt, dafs das Verhältnis — nni einmal zwischeu 
A und C^ nämlich in D, und auch nui euimal aufserhalb der Strecke 
AC, nämlich auf der Geraden im Punkte B angetioften wird. 

Die vier Punkte A, C\ B, D heifsen haimoni'iche Punkte, 
und zwar A, C das eine Paar, B, I) das andere Paar zugeord- 
neter harmonischer Punkte. 

In unserer obigen Konstruktion findet sich eine Willkür. Die 
Bichtung von A F ist unbestimmt. Zieht man durch A nach allen 
mögliehen Richtungen Gerade und trägt auf denselben die gleiche 
Strecke m von A aus ab, so erhält man die Punkte eines um A 
mit der Strecke m als Radius beschriebenen Kreises. Ebenso ent- 
steht um ein Kreis mit dem Radius n. Tolglich können wir 
jetzt unserer obigen Konstruktion folgende Form gehen: 

Man beschreibe um den einen Endpunkt A der zu teilenden 
Strecke mit einem Radius m, um den andern C mit einem Radius n 
Kreise, ziehe zwei parallele Durchmesser und verbinde in geeig- 
neter Weise die Endpunkte der Durchmesser. 

Die so bestimmten Teilpunkte heifsen der äufsere 
und der innere Ahnlichkeitspunkt der beiden Kreise. 



An zwei gegebene Kreise soll eine gemeiiiseiiaftliclie Tangente 
gezogen werden. 




Lösunff. In Fig. 3 ist AG || CH, also nach dem Vorigen B autse- 
rer, J) innerer Ähnhchkeitspunkt der beiden Kreise. Von B aus ist 
an den Kreis um C die Tangente BE gelegt. Sie löst die Aufgalie. 
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Beivel9. Es ist zu zeigen, dafs die Gerade BE auch den 
Kreis um A berührt. Man fälle von A aus auf die Gerade BE 
eine Senkrechte AF. Dann entsteht über C von B za A eine 
Brücke. Es verhält sich einerseits 

BC:BA = CH:AG 
und andrerseits 

BC:ßA^ CEiAF. 
Nach dem Grundsatze: 

Was demselben Dritten gleich ist, das ist auch 
unter sich gleich, 
haben wir also CH:AG = CE : A F, 

oder nach Vertauschung der Mittelglieder: 

CH: CE^ AG: AF =1:1; 
AG=^ AF. 
Folglich ist F ein Punkt des Kreises, AF ein Radius und BE 
Tangejite auch dieses Kreises; denn: 

Steht eine gerade Linie auf dem Radius eines 
Kreises in seinem Endpunkte auf der Peripherie 
senkrecht, so ist sie Tangente des Kreises. 

Durch den Punkt I> wird ebenso eine innere gemeinsame 
Tangente geliefert wie durch den Punkt B eine äufsere. 

mnBcftränkuMff. Zwei Kreise können zu einander überhaupt 
drei Hauptlagen und zwei Grenzlagen zeigen. Sie sind hier der 
Reihe nach dargestellt. 
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Im Falle 1 erhalten wir keine, im Falle 2 
vier Lösungen; 4 bildet mit einer Lösmig den 
zu 2, und 5 mit drei Lösungen den Übergang von 2 



Ein Dreieck zu konstruieren aus a, h : e = 



i : n-, h „ 




Die 

gegebene Strecke 
BC=a ist in den 
Punkten I) und 
E nach dem Ver- 



geteilt. JJhevDE 
als Durchmesser ist ein Halbkreis beschrieben und zu BC im Ab- 
stände ha eine Parallele gezogen. Sie trifft den Halbkreis im 
Punkte Ä, und ABC löst die Aufgabe. 

Beweis. Es ist lediglieh zu zeigen, dafs AB : AC ^ m : n; 
denn die Übrigen beiden Forderungen der Aufgabe sind durch 
die Zeichnung unmittelbar erfüllt worden. Da DB : DC ^ m : n, 
so würde auch AB : AC=m : n sein, wenn AD den Winkel BAC 
halbierte; denn: 

Der Winkelhalbierer teilt die Gegenseite so, dai's 
sich die Teilstücke verhalten wie die anliegenden 
Dreiecksseiten. 

Wir ziehen durch D die Linie GF\\ AE, welche zu AD senk- 
recht steht; denn: 

Der Peripheriewinkel im Halbkreise ist ein rech- 
ter Winkel. 

Nun verhält sieh 

DC:EC=DF:EA\ DB : EB = DG : AE, 
da EG ^ AE ist. Andrerseits haben wir: 

DB : DC = EB : EC = m : n, 
also auch nach Umstellung der Mittelglieder: 
DB : EB = DC : EC. 
Folglich sind die linken Seiten der zuerst aufgeschriebenen Ver- 
hältnisgleichungen einander gleich, mithin auch die rechten. Man 
hat also nach Umstellung der Mittelglieder: 

DE ■.DG = AE: AE =1:1. 
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Nun ist Dreieck ADG ^ JDF, also AD Winkellialbierer und 
die Richtigkeit unserer Konstruktion bewiesen. 

MnacliriVnkvmg. Die Lösung wird unmöglich, wenn die im Ab- 
stände A„ gezogene Parallele den Hülfskreis (Apollonischen Kreis) 
nicht schneidet. Im allgemeinen erhält man zwei Auflösungen. 

Awm&rhung, AD ist äufaerer Winkelhalbierer, S, D; ß, C sind har- 
monische Punktepaare. Vgl, Äufg. 1. 



Gegeben drei Punkte auf einer (ieraden A, B, C. Man suclie auf 
derselben einen Pnnkt J>, so dafs A, B; C, D harmoniselie Punkte- 
paare werden, niid zwar unter alleiniger Anwendung des Lineals. 




B verbunden. Die hiei'diirch gegebenen Schnittpunkte u, 
in gerader Linie mit D. 

Bmveis. Nach dem Satze des Cava ist: 



sich fülgender- 



Nach dem Satze des Menelaus ist: 
DA »_B ßE ^ . 
DB' oD' $Ä ~ 
Folglich CÄ:CB=DÄ: DB, w. z. b. w. 

Die beiden vorhin erwähnten Sätze 
mafsen einfach aussprechen und beweisen. 

Sats des Menelaws. Trifft eine 
Gerade zwei Seiten eines Drei- 
ecks und eine Verlängerung 
oder die drei Verlängerungen, 
so ist das Produkt aus den Teil- 
verhältnissen, richtig gelesen, 
gleich eins. 

Um die Teilverhältniese richtig zu 
lesen, bezeichnen wir die Teüpunkte 
auf den Ä, B, C gegenüberliegenden 
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Drei eck aseiten bezw. Verlängerungen mit <>■, ß, y. Dann greifen 
wir einen Teilpunkt heraus, etwa u, und bilden das auf der be- 
treffenden Seite vorhandene Teilverhältnis — r;- Hiermit ist im 
Nenner der Punkt erreicht, welcher in keinem weitem Teil- 
verhältnisee vorkommt als in 4-^- Nun ist im Nenner der Punkt A 



•ßA 



,l4 t 



erreicht, welcher zu dem Teilverhältnisae -^ führt. Wir erhalten 
so das richtig gelesene Produkt: 

»B £C 3V--1 

nC ßA' jB 

Dn]-ch Ähnlichkeit der Dreiecke « 
A, B, C auf die Transversale t 
<'ß _ BE_ ßC_ __ C- 



aich nun, wenn man von 
f die Senkrechten fällt: 



nC 



■ CF' ßA ' 



■ AD' 



" BE 



Durch Multiplikation findet man: 

fji ßC rA _ BE - CF - AD _ 
«C'ßA ' yB ~ CF ■ ÄD-BE ~ " 

Und damit ist der Satz bewiesen. 

Um den Satz des Ceva zu beweisen, schicken wir den Hülfs- 

Stehen zwei Dreiecke über derselben G-rundlinic, 
80 trifft die Verbindungslinie der Spitzen die Grund- 
linie in einem solchen Punkte, dafs das auf der Ver- 
bindungslinie entstehende Teilverhältnis dem Ver- 
hältnisse der Inhalte gleich ist. 




Ist die Grundlinie eines Dreiecks ff, die Höhe h, so wird sein 
Inhalt gegeben durch die Formel J= ^ gh. Die Inhalte zweier 
Dreiecke mit gleicher Grundlinie verhalten sich also wie die zu- 
gehörigen Höhen: die Dreiecke DAB und C'AB verhalten sich 
inhaltlich wie die von D und C auf die Gerade AB gefäUteii 
Senkrechten, also mit Hülfe ähnlicher Dreiecke wie ED : EC. 
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Satz ües Cava. Wenn drei Eektransversalen sicli in 
einem Punkte schneiden, so treffen dieselben entweder die 
drei Gegenseiten des Dreiecks oder eine Gegenseite und die Ver- 
längerungen der beiden andera. Der erste Fall tritt ein, wenn 
der Schnittpunkt im Innern des Dreiecks liegt, der zweite, wenn 
er aufserhalb der Di-eiecksfläche liegt. In beiden Fällen ist das 
Produkt der Teilverhäitnisse gleich eins. 




Deuten wii' die Inhalte der Dreiecke durch Überstreichen an 
und setzen: 

Ä(}C = 7ä, AOB = h, BOO -^- h, 

so wird 



und folglich 



rB' 



Y.C pA ' 



-- 1. 



i Sätze 1 



1 sich umkehren. Die Beweise dieser Um- 
kehrungen smd einander sehr ähnlich. Wir wollen hier nur den 
einen der vier TJmkehrungssätze , nämlich den ersten Fall der 
Umkehrung des Cevaschen Satzes, vortragen. Er lautet: 

Sind auf den drei Seiten eines Dreiecks drei Teil- 
punkte «, ß, y so gegeben, dals das Produkt ihrer 
Teilverhäitnisse gleich eins ist, so sehneiden sich 
die drei Ecktransversalen Äa, Bß, Cy in einem Punkte. 

Beweis. Zwei der Eckti-ansversalen, Aa und Sß, schneiden 
sich in einem Punkte 0. Verbinden wir mit C, so wird die 
Verlängerung, weil im Innern des Dreiecks liegt, die Seite AB 
in irgend einem Punkte treffen , und nicht die Verlängerung 
von AB. Der Treffpunkt ist y. Angenommen der Treffpunkt sei 
nicht ;■, sondern 6; dann ist nach dem Satze des Ceva: 
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SB 
Nach VoraussetKung ist: 

fB ' 
Folglich müfste sein: 



Vgl. Aufg. 2. 



Ein Dreieck zn koustruieren aus zwei Seiten imd der zur 
dritten Seite geliörigeu Mittellinie {h, c, t„). 

Wenn man die Mittellinie über die Seitenmitte hinaus um 
sich selbst verlängert, so entsteht ein Parallelogramm; denn: 

In jedem Parallelogramm halbieren sich die Dia- 
gonalen gegenseitig. Halbieren sich in einem Vier- 
eck die Diagonalen gegenseitig, so ist es ein Paral- 
lelogramm. 

Daher ist es zur Auffindung der Lösung bei Aufgaben, welche 
Mittellinien enthalten, fast immer zweckmäfsig, die Mittellinien 
Über die Seitenmitte hinaus um sich selbst zu verlängern. 

^ Lösung. Man beschreibe um A 

mit der Strecke b als Radius einen 
Kreis, mache AD = DE = t„, be- 
schreibe um E mit c einen Kreis, 
welcher den vorigen in C treffen 
möge. Alsdann ziehe mau DC, mache 
BD = DC, und Dreieck ABC löst 
die Aufgabe. 

^''f'- ^"- SeweAs. Es ist nur zu zeigen, 

dafs AB =-- c. Dies ist der Fall, weil ABCE ein Parallelogramm 
und darum AB = GE = c ist. 

In einem Parallelogramm sind die Gegenseiten 
einander gleich und umgekehrt. 

m,n8chrä/nJinmg. Die Aufgabe wird unlösbar, wenn aus den 

drei Stücken 2f„, 6, c als Seiten sich kein Dreieck herstellen läfst. 

Unsere Aufgabe läfst auch eine rechnerische (algebraische) 

Lösung zu. Wir suchen zu diesem Zwecke nach Beziehungen 

zwischen den Seiten des Dreiecks und seinen Mittellinien. Diese 
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liefert am einfachsten der Cosinussatz. In 
einem rechtwinkligen Dreiecke nemit man den Quotienton der 
Gegenkathete durch die Hypotenuse den sirnis, den Quotienten 
der anliegenden Kathete durch die Hypotenuse den cosinm des 
betreffenden spitzen Winkels. 

iLs ist also sm ß = -j^ , cosp ^ -jg' 

Wenn man quadriert und addiert*, 
so erhält man einen HatiptsatK der 
Trigonometrie : 

sin'^ß + cos'^ß = 1; 

Fig. ii. denn: 

Das Quadrat über der Hypotenuse eines recht- 
winkligen Dreiecks ist gleich der Summe der Qua- 
drate über den beiden Katheten. 

Setzen wir BI> = x, so dürfen wir setzen DC = a — 'x. 
Nennen wir noch die Höhe AT) = h, so finden wir die Doppel- 
gleichung : 

h^ = c^ — x^ = h^ — {a — xf ^ h^ ~ (a^ — 2.ax + x^). 
Daraus folgt nach der algebraischen Zeichenregel: 

Beim Klammerauflösen und Multiplizieren giebt 
das Zusammentreffen gleicher Vorzeichen plus, un- 
gleicher minus, 

c^ — x^ ^ b^ — ■ «^ -|~ 2«^' — x^. 
Addieren wir beiderseits x^, femer a^, subtrahieren beidereeits 
b^ und dividieren beide Seiten der so entstandenen Gleichung 
durch 2a, so folgt 

— "' - r c°— &^ 
^ ~ 2« 

nach dem (irundsatze: 

Gleiches gleich behandelt giebt Gleiches. 

Dividieren wir jetzt noch durch BA —■ c, und zwar in 
Befolgung der Bruchregel: 

Ein Bruch wird durch eine Zahl dividiert, indem 
man den Nenner mit der Zahl multipliziert, 
so folgt 

<mß =--= ■ "'\"i~'''' - (A) 

* Beispiel einer Wieiierliolimg au* ilcr Algebra. 
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Dieser Sat^ gilt zunächst nur, wenn ß ein spitzer Winkel ist. 
Die trigonometrischen Funktionen sin und cos haben nach unserer 
obigen Erklärung auch nur für spitze Winkel Sinn. Sin und cos 
stumpfer Winkel könnten wir als unsinnig verwerfen. Aber wir 
würden dann genötigt sein, jede durchgeführte Rechnung noch 
einmal durchzugehen und zu untersuchen, ob vielleicht einer der 
vorkommenden Winkel stumpf ist. Würde sich ein solcher Winkel 
finden, so müfsten wir unsere Rechnung als sinnlos und darum 
als ungültig bezeichnen. Diesen Unbequemlichkeiten gehen wir 
dadurch aus dem Wege, dafs wir den trigonometrischen Funktio- 
nen stumpfer Winkel auch eine Bedeutung beilegen. Hierbei 
dürfen wir aber nicht willkürlich verfahren. Wir müssen den 
Funktionen stumpfer Winkel solche Werte beilegen, dafs die 
Regeln gültig bleiben, welche wir ftir spitze Winkel als gültig er- 
kannt haben. Den cosinus eines stumpfen Winkels ß er- 
klären wir also als denjenigen Wert, den ihm Glei- 
chung (A) beilegt. Sehen wir uns jetzt nach der nähern Be- 
stimmung dieses Wertes um. 

Wir setzen DB ^= x, also J)C= a -\~x, AD =^ h. Dann wird 
h^ = c^ — x^ = h^ ~ ia + x)^. 
Daraus folgt 

Wir finden also 

cos (180 — ß) = —cosß. 
Wir denken uns hier die Winkel 
nach Gradmafs gemessen. Dies ist 
ein künstliches Mafs, Beschrei- 
^''•*- ^^- ben wir um den Scheitel des Winkels 

mit einem Radius eins einen Kreis, so nennt man das zwischen 
den Schenkeln des Winkels liegende Stück des Kreisbogens den 
Arcus des Winkels: arcß. Dieser Arcus ist das natürliche 
Mafs des Winkels. Für 180" ist der arc 180 = n, weshalb obige 
Gleichung, wenn auch ß in natürlichem Mafs gemessen ist, lautet : 

cos (n — ■ x) =^ —cosx, X = arcß'^. 
In der elementaren Trigonometrie bedient man sich fast immer 
des künsüichen Mafses. 

Für den simis erhält man aus Figur 11 sofort 
h = csinß = hsiny, oder 
b:c = d«ß:mn;. (B) 
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Dies ist der Sinussatz. Er ist für spitze Winkel abgeleitet. 
Den Sinus eines stumpfen Winkels erklären wir niui als den- 
jenigen Wert, ■welcher der Gleichung (B) genügt, wenn y spitz 
und ß stumpf ist. Nun hefert Fig. 12 

Ä = csim(180— ß) = hsiny. 
Folglich ist 

sin (180 — ß) = sinß. 

Kehren wir nach diesen Auseinandersetzungen zu unserer Auf- 
gabe zurück. 

Wenden wir den Cosinussatz auf das Dreieck ABC (Fig. 10) 
an, so folgt 

cos;? ;= '—^ — 

Wenden wir denselben Satz auf Dreieck ÄBD au, so folgt 

,o,ß= i . 

Daraus ergiebt sich: 

4f„a + «a = 262 _|. 2c^-. 

In dieser Form prägt sich der Satz leicht dem Gedächtnisse 
ein. Denn er sagt aus (Fig. 10); 

In jedem Parallelogramm ist die Summe der Qua- 
drate der vier Seiten gleich der Summe der Quadrate 
der Diagonalen. 

Die Zeichnung der Strecke a, der dritten Droiecksscite, ge- 
lingt nach folgender Übersicht: 

feä -|- c^ = «ä; 2«2 = ß^\ a^ =^ ß^^ — At,:^. 
Wir zeichnen ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten h, c. 
Die Hypotenuse nennen wir «, Ein zweites mit den gleichen 
Katheten u, a liefert die Hypotenuse ß. Ein di-ittea mit der 
Hypotenuse ß und einer Kathete 2tr, liefert als andere Kathete a. 

'S. 

Ein Dreieck zu zeichnen aus de« di'ei Mittelliuieu. 

Zwei Mittellinien schneiden sich immer derartig, 
dafs das der Ecke zugewandte Stück doppelt so grofs 
ist als das der Seitenmitte zugewandte. Die drei 
Mittellinien schneiden sich in einem Punkte, dem 
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Scliwei-punkte der Drei- 
ecksfläche. Beachten wir 
nun den zu Anfang von Auf- 
gabe 6 erwähnten Kunst- 
griff, so ergiebt sich fol- 
i gende Lösung: 

Das Dreieck 0GB ist 

aus seinen drei Seiten kon- 

^'e- !»■ struiert; OG = ^t, , OB =^ 

}tt; BG = |(„. Hieraufist OD = DG, BD = DA und 0C = fi, = 

20D gemacht. ABC löst die Aufgabe. 

Beweis. Es ist zu zeigen, dafs BO die Mitte von AO, ÄO 
die Mitte von BC trifft und AE = h, BF = h ist. Wir führen 
den Beweis am leichtesten indirekt. Wenn E nicht die Mitte 
von BC wäre, so sei E' diese Mitte. Wir verbinden E' mit A, 
dann schneidet die Mittellinie AE' die Mittellinie CD dem oben 
erwähnten Satze gemäfs so in 0', dafs DO' = \DC wird. Nun 
ist aber nach unserer Zeichnung DO = ^DC, also DO =^- DO', 
ein Teil gleich dem Ganzen, w. u. i. Es ist also AE Mittellinie, 
folglich AO = 20E = BG = |i„. Mithin ist OE = it, und 
AE = !■*„ -|- 4-tn = t„. — ■ Ebenso zeigt man, dafs SF Mittel- 
linie ist und die vorgeschriebene Gröfse ti hat. 

mnschrünkimg. Die Lösung wird unmögheh, wenn aus den 
drei Mittellinien als Seiten kein Di-eieck hergestellt werden kann; 
denn alsdann gehngt die Zeichnung des Dreiecks OBG nicht. 

Zwei Dreiecke sind ähnlich, wenn sie überein- 
stimmen im Verhältnisse ihrer drei Seiten. 

Unsere Aufgabe läfst auch eine schöne algebraische Lösung 
zu. Wir haben die drei öleichungen : 

4i.3 = 262 _]_ 2c2 _ a'\ 
U,^ = 2c^ + 2ff2 — h^ 

4(„2 = 2^3 _|_ 262 _ (,2, 

Dieselben gehen durch cyklische Vertauschung jfide aus der 
vorhergehenden hervor. Durch Addition folgt: 

4 (i„3 + f,3 -]- (,3) =. 3 («3 ^ 63 + cä) . , . (A) 
Zieht man nun aus der ersten der obigen Gleichungen 

,, + .^ = ii^ii^, 
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so erhält man durch Einsetzung dieses Wertes in fA) nach leichter 
Rechnung : 

Diese Gleichung löst die Aufgabe und führt sogar auf die geo- 
metrische Lösung zurück. Man braucht nur im Dreiecke OSO 
die Mittellinie DB durch die Seiten auszudrücken. 



8. 

Eiu Dreieck zu zeicliiieii aus a, ß, 6^ -j- c^ ^ s^. 

In dem Ausdrucke it^^ + a^ = 2b^ + 2c^ kommt die 
Summe h^ -|- c^ so vor, dafs durch a und i^ + c^ ^ «^ auch t„ 
gegeben ist. 

Lösung. Über s als Durchmesser ist ein Halbkreis beschrieben. 
Ein beliebiger Punkt des Halbkreises ist mit den Endpunkten des 
Durchmessers verbunden. So wird x^ -\- y"^ ^ s^. Jetzt sind um 
„ , B und C, die 

Endpunkte der 
Strecke a , mit 
den Strecken 'x, 
als Radien 




ben, welche sich 
im Punkte D 

sehneiden. E ist die Mitte von BC. Der um E mit DE be- 
schriebene Ereis schneidet den freien Schenkel des Winkels ß im 
Punkte A. ABC löst die Aufgabe. 

Beiveis. Es ist nur zu zeigen, dafs AB^ -(- AC^ ^^ s^. Man 
hat vermöge eines Satzes (s. Aufg. 6) in Bezug auf Dreieck DBC 
und ABC: 

4:DE^ ^ a^ = 2{x^ + tß): 
4:AE^-Y ß2 = 2(63 + ^3). 
Folglich ist 



MnschrünJmtnff. Die Aufgabe wird unlösbar, wenn 2s^ < a^. 
Ferner mufs aber auch DE gröfser sein als der Abstand des 
Punktes E vom freien Schenkel des Winkels ß. Dann finden 
zwei eigentliche Lösungen statt. Ist DE > q-, so findet man r 



eigentliche Lösung. 



intsprieht der Bestimmung ; 
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». 

öegebeii eine Gerade und zwei Punkte B, C. Man soll auf 
der Geraden einen Punkt A von der Bescliaffenlieit finden, dat's 
die Summe dei- Quadrate der Äl)stäade von den festen Punkten 
B and C ein Minimum sei. 

Maximal- und Minimal -Aufgaben können in der Geometrie 
häufig folgendermafsen gelöst werden. Man ersetzt in der Auf- 
gabe den Begiiff „Maximum" oder „Minimum" durch den Begriff 
„vorgeschriebene, gegebene GrÖfse". Alsdann löst man die ent- 
standene Aufgabe. In der Einschränkung findet man einen Grenz- 
faU: man findet, dafs die „vorgeschriebene" Gröfse eine gewisse 
Grenze nicht überschreiten darf (oder erreichen mufs), wenn die 
Aufgabe losbai Meiben soll. Dieser Grenzfall liefert also das 
Maximum oder Minimum. 

In unserer Aufgabe haben wir hieniach folgende Voraufgabe 

Auf einer gegebenen Geraden .soU ein Punkt A so bestimmt 
werden, dafs die Summe der Quadrate der Entfernungen von zwei 
festen Punkten B, C einer gegebenen Gröfse s^ gleich wird. Die 
vorige Aufgabe hat uns gelehrt, dafs die Mittellinie des Dreiecks 
ABC bekannt ist. Die Aufgabe wird also unmöglich, wenn der 
mit der Mittellinie beschriebene Kreis die gegebene Gerade nicht 
schneidet. Der Grenzfall tritt ein, wenn die Gerade zur Tan- 
gente wird. 

Lßminff. E ist die Mitte von BC\ EA ±.L. A löst die Aufgabe. 
BewpJs. Es ist UAB^ -f- AC^) ^ lAB^ -|- BC^, 
2{I)B^ + DC^) = iDE^ -I- BC'^. 
D Nun ist aber I)E~> AE, folglich auch 

ÜB^ + DC^> AB^ + AC^ w. z. b. w. 
In jedem Dreiecke liegt der 
gröfseren Seite der gröfsere 
Winkel gegenüber und umge- 
kehrt. 

Wenn wir in der Aufgabe die „ge- 
' gebene Gerade" durch einen ,gegebe- 
^'^■'■^- iien Kreis" ersetzen, so erhalten wir 

die Lösung dadurch, dafs wir E, die Mitte von BC, mit dem Mittel- 
punkte des gegebenen Kreises verbinden. So eriialten wir ein 
Maximum und auch ein Minimum. 
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ftegebea ein Dreieck. Es soll ein Punkt D von der Art ge- 
funden werden, dafs die Summe der Quadrate seiner Abstände 
Tftn den Ecken ein Minimum sei. 

Nehmen wir zunächst an, der Punkt D habe vom Punkte A 
die feste Entfernung m. Dann befindet er sich auf einem mit m 
um Ä besekriebenen Kreise. Jetzt richten wir es so ein , dafs 
wenigstens DB^ -\- DC^ ein Minimum wird. Dies erreichen wir 
dadurch, dafs wir D in den Schnittpunkt des Kreises mit der zu 
A gekörenden Mittellinie verlegen. Folglich liegt D auf dieser 
Mittellinie, und da gleiche Schlüsse für die beiden anderen Mittel- 
linien gelten, so ist Z> der Schwerpunkt des Dreiecks, 
Betveis. Wir lösen die Voraufgabe: 

g, AE ^= } AB. Man bestunme 

CE = V. 

Durch Anwendung des Cosinus- 
sataes auf Dreieck CAE und GAB 
findet man9i)2 = Sfta + 6&2-_2c2. 
^'8. 18". Diese Formel ist in Bezug auf die 

drei Seiten unsymmetrisch. Vertauscht man a, b, c auf alle mög- 
lichen (6) Arten miteinander, so nimmt die Formel 6 verschiedene 
Werte an, wie es sein mufs. Für die Strecke CF ^ n findet 
man z. B. den Wert 9«^ = hb^ + 6«^ — 2c\ Die Formel 
für ta ist symmetrisch in Bezug auf b und c. Sie erlangt 
durch beliebige Vertauschung der Buchstaben a, b, c nur drei 
Werte, die der drei Mittellinien. 

Jetzt lösen wir die folgende Aufgabe: 
Ein Punkt habe von den Ecken des Dreiecks A, B, C die 
Abstände x, y, z\ wie grofs ist sein Abstand vom Schwerpunkt? 
Zunächst berechnen wir OD aus der Formel: 

Dann wenden wir die vorliin 
gefundene Formel auf das Drei- 
eck .BZ^O an und finden, in- 
dem wir OE = s setzen: 

Um Brüche zu vermeiden, mul- 
tiplizieren wir diese Gfleichung 
mit 2. 
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Dann wird ISs" = 120-D" H- 6y'- — tJJB'', 

18s« = 3(2»iä + 2iS — J!) + 65,2 _ (2o2 + 2cS — S^), 
folglich endlieh 

9s!> = 3(»ii + j,2 + 22) - „! _ s» _ e«. 
Dies ist eme sehr intereaaante Gleichung. Man kann aus der- 
selben zunächst erkennen, dafs a;^ + ^^ + ^^ seinen kleinsten 
Wert erhält, wenn s^ möglichst klein, also Null ist. Hiennit ist 
die Richtigkeit unserer Lösung dargethan. Man kann aher der 
Gleichung den folgenden merkwürdigen Satz entnehmen: 

Beschreibt man um den Schwerpunkt des Drei- 
ecke einenKreis, so hat dieSumme der Quadrate der 
Abstände jedes Punktes des Kreises von den Eck- 
punkten immer denselben Wert. 

Der kleinste Wert dieser Quadratensnmme ist 

Die rechte Seite dieser Gleichung ändert sich gar nicht, wenn 
man a, h, c ganz beliebig miteinander vertauscht. Sie heilst eine 
symmetrische Funktion der Gröfseii a, h, c. 



11. 

In einem Dreieck soll ein Punkt gefunden iverdeu, von welcliem 
ans gesehen die drei Seiten nnter gleichen Winkeln ersclieinen. 

Die Summe der 
drei Sehwinkel be- 
trägt 3600, folg- 
lich jeder ISO». 

Lösung. Man 
setze nach aufsen 
hin auf die Seiten 
gleichseitige Drei- 
ecke auf und be- 
schreibe die den 
Dreiecken ABCund 
BCD umschriebe- 
nen Kreise. Sie 
schneiden sich im 
Punkte 0. 

üe^veis. Die bei- 
den Vierecke AOCE 
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und BOCl) sind Kreisvierecke. Die betreffenden Kreise haben 
eehoii den einen Punkt C gemeinsam; folglich müssen sie noch 
einen zweiten Punkt gemeinsam haben. Nun ist ai AOG = 120'', 
ebenso 4 BOC, und so bleibt für AOB nur 120" übrig. Also ist 
auch FAOB ein Ki'eisviereck, und die Aufgabe ist gelöst. 

Als Zugabe erhalten wir einen interessanten Satz: 

Beschreibt man um die den Dreiecksseiten auf- 
gesetzten regelmäfsigen Dreiecke die umschriebenen 
Kreise, so gehen dieselben durch einen Punkt. 

In einem Kreisviereeke beträgt die Summe der 
gegenüberliegenden Winkel zwei Rechte. Umkehrung. 

Zweite Lösung. Man verbinde die Punkte C, F, ebenso E, B. 
Die Verbindungslinien achneiden sich in dem gesuchten Punkte. 

Betveie. Die Dreiecke BAE und FAC sind deckend. Folg- 
lich sind die Winkel derselben bei E und C durch denselben Buch- 
staben () als gleich zu bezeichnen, Hieraus ergiebt sich, dafs die 
Figur AOCE ein Kreisviereck ist, also der Winkel AOC = 120". 
Ebenso zeigt man, dafs AOBF ein Kreisviereck, mithin ii A OB = 
1200 ist. Folglieh ist auch 4 BOC = 1200. 

Als Zugabe erhält man den Satz, dafs die drei Vor- 
bindungslinien der Spitzen der aufgesetzten Drei- 
ecke mit den gegenüberliegenden Ecken des ursprüng- 
lichen Dreiecks sich in einem Punkte schneiden. Der 
Beweis wird am besten indirekt geführt. Angenommen, die dritte 
Verbindungslinie AD laufe nicht durch 0, sondern treffe FC im 
Punkte 0'. Dann müfste 0' dieselbe Eigenschaft wie bezüg- 
lich der Winkel von 120" haben, und das ist unmöglich. 

Ferner haben wir erkannt, dafs AJJ = BF = FC ist. Nun 
stehen die Winkel AOC und COE über den gleichen Sehnen 
AE = AC; daher ist 2iA0G = 60", also, wenn OG = OA, auch 
AG- = AO. Daraus folgt, dafs AGE ^ AOC, also EG = OC. 

Hieraus ergiebt sich der Satz, dafs die Summe der Ent- 
fernungen des Punktes von den Dreieckaeeken den obigen 
Verbindungslinien gleich ist, oder: 

OA + OB -h OC=AD= BE = FC. 

Jeder Peripberiewinkel ist gleich derHälfte des 
zugehörigen Centriwinkela, der mit ihm auf dem- 
selben Bogen steht. 

Alle Peripberiewinkel eines Kreises, welche über glei- 
chem Bogen (gleicher Sehne) stehen, sind einander gleich. 
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Der geometrische Ort allei' Punkte, von denen 
gesehen eine Strecke unter demselben Winkel ef- 
sclieint, iet ein Kreisbogen. 

Es ist ^05 60"=^^, cos 120 = — i. Setzen wir: 
OA = x, OB = y, OC = z, 
so erhalten wir für die rechnerische Lösung unserer Aufgabe mit 
Hülfe des Gosinussataes die Gleichungen: 
x'^ -\- 1/^ -{- xy ^= c^, 

Aus einer dieser drei Gleichungen ergeben sich die übrigen durch 
cyklische Vertauschung. Subtrahiert man die zweite von 
der ersten, so erhält man nach Division durch x — z: 

Durch cyklische Vertauschung kann man hieraus zwei anders 
Gleichungen ableiten. Ferner kann man den Inhalt des Dreiecks 
ABC als gegeben durch F bezeichnen. Indem man denselben als 
Summe der Inhalte von AOB, BOC, COA darstellt, erhält man: 

^?/ + S'S< + 2^ = j7^- 
Denn es ist $1^,120" = änQO" = ii/'§ -and F= \bcsma. Durch 
Addition der ersten drei Gleichungen und Hinzufügung der Gröfse 
ii(xy -\- y^ -\- zx) erhält man nun 

2(x-\-if + zy- = »3 _|_ 62 ^ c3 + 4l/si^. 
Eine andere Anbahnung der Lösung gewinnt man durch Anwendung 
des Sinussatzes auf die Dreiecke AGE und BAE. Es findet sich: 

Isin^ = icsiMÖO" = csJnCeO« + « + ^). 
Durch Anwendung des AiJditionstheorems des sinus kann man 
nach Division durch miö einen Ausdruck für tgS finden. 

Die Additionstheoreme der Funktionen sin und cos lauten: 
sin{a + (3) = sin a cos ß -\- cos a sin ß, 
cos (a -^ ß) ^ cos a cosß — sina sinß. 
Sie bieten das geeignetste Mittel, um die ursprünglich nur tür 
spitze Winkel gültigen Erklärungen der Funktionen sin und cos 
unbegrenzt für positive und negative reelle Werte der Argumente 
zu erweitern. Man leitet zunächst, indem man die beiden vor- 
stehenden Gleichungen nach den Unbekannten sinß und cosß auf- 
löst, die folgenden ab : 
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sin ß = sin (a + ß) cos a — cos (« + ß) sin a, 

cos ß = cos (a -\- ß) cos cc + sin {a + ß) sin « , 

Alsdann ersetzt man die allgemeine Gröfse a -\- ß duruh x, 

«durch i/, also ß durch x — y, und erhält so die beiden Sub- 

tralitionsthooreme : 

sinix — «/) = sinxcosy — cosx siny, 
cos {x — - y) = cos xcosy -\- sin x sin y. 
Wenn wir nun a; = setzen, so linden wir sin{ — y) ^ — siny, 
cos{ — y) ^ cosy und aus den Ädditionstheoremen durch die An- 
nahme ß = 90», ß ^ 900 sofort eiwlSO" ^ 0, cos ISO« = — 1. 
Durch die Subtraktionstheoreme finden wir nun weiter «»«(ISO" — a) 
= sintt, cosflSO" — t.)^-— cos«. — Die Y - - 

trachtungsweise ist ohne weiteres kla.r. 



Einen Kreis z« besclireibeu, der durcli zwei gegebene Punkte 
geht und einen gegebenen Kreis berührt. 

Lösung. Man lege durch die gegebenen Punkte A und B 
einen Kreis, welcher den gegebenen Kreis in den Punkten C und 
D schneiden möge. Durch den Schnittpunkt E der Geraden AB 

und CD ziehe 
man an den 
Kreis eine Tan- 
gente und lege 
durch ihren 
Berührungs- 
punkt F und 
die beiden ur- 
sprünglichen 
Punkte A, B 
einen Kreis. 
Dieser Kreis 
löst die Äuf- 




EF hat mit dem gegebenen ii 
gemeinsam. "Wir werden i 



Beireis. Die 

gerade Linie 

als Tangente nur den Punkt F 

EF auch den Lösungskreis 



im Punkte F berührt. Dann ist der Beweis geliefert , dafs die 
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beiden Kreise sich im Punkte /•' berühren. Angenommen, der 
durcli die drei Punkte F, A, B gelegte Kreis berühre die Ge- 
rade EF nicht. Dann muTs er sie scluieiden. Der zweite Schnitt- 
punkt sei G. Dann ist EF ■ EG = EA ■ EB; ferner in Bezug 
auf den Hülfskreis EA-EB = EC- ED, und endlich in Bezug auf 
den gegebenen Kreis EC-ED^ EF\ Es wäre also EF- EG = 
EF*, oder EF = EG, ein Teil gleich dem Ganzen, w. u. i. 

Mnachränkmtff. Die Aufgabe wird unlösbar, wenn ein Punkt 
innerlialb und ein Punkt aufserhaib des Kreises gegeben ist. Ein 
Grenzfall tritt ein, wenn ein Punkt auf dem Kreise gegeben ist. 
Alsdann ist nur eine Lösung vorhanden. Im allgemeinen erhält 
man zwei Lösungen, da man von E aus zwei Tangenten an den 
gegebenen Kreis ziehen kann. Eine scheinbare Ausnahme findet 
statt, wenn E ins Ilnendlielie rückt. Dies tritt ein, wenn A und 
B vom Mittelpunkte des gegebenen Kreises gleichen Abstand 
haben. Wir lösen dann die Aufgabe dadurch, dafs wir von diesem 
Mittelpunkte aus auf AB eine Senkrechte fällen. Diese Senk- 
rechte treffe den gegebenen Kreis in den Punkten F und F'. 
Dann löst der durch A, B, F und der durch A, B, F' gelegte 
Kreis unsere Aufgabe, Übrigens geht diese Lösung auch aus der 
allgemeinen hervor. Denn wenn E ins Unendliche rückt, so 
wissen wir doch, in welcher Richtung E liegt, nämlich in der 
durch AB bestimmten. Eine Tangente vom unendlich fernen E 
aus ist also gleichbedeutend mit einer AB parallelen Tangente. 

Amtterlcunffen. Zieht man durch einen Punkt Oerade, 
welche einen Kreis schneiden, so ist das Eecliteck gebildet 
ans denAbständen des Punktes von den Kreisschnittp link teu 
von unveränderlicher Gröfse. (Potenz am Kreise, Potenz 
eines Punktes in Bezug auf einen Kreis.) 

Wenn zwei Sehnen eines Kreises sich schneiden, so bil- 
den die Teilstücke der einen die äufseren, diejenigen der 
andern die inneren Glieder einer Proportion. 

verhalten sich die äufseren Abschnitte derselben umgekehrt 

Wenn eine Tangente und eine Sekante eines Kreises sich 
sciineiden so ist die Tangente die mittlere Proportionale 
zwiSL.hen dem äulsern AljBchnitte nnd der £,anzen Sekante. 

^u erhalten durch unseie Autgabe emen Lehisitz ■jIs Zugabe. Jedei' 
durch die Punkte A B gelegte Kieis achneidet den gegebenen Kies so, dafs 
derselbe Punkt E entsteht Denn diesei Punkt ist dm ch die geinemsame Tau- 
gente des gegebenen nnd des gesuchten KieiBPS fest bestimmt Lnzuhlig viele 
K Pise welche dmch zwei feste Punkte gehen nennt man em Kl eishüschel. 
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Ein Kreis schneidet ein Kreisbüscliel dci-ai'tig, daTs alle 
gemeinsamen Sehnen durch einen festen Punkt gehen. 

Beweis. Man lege durch Ä, B einen willkürlichen Kreis , welcher den 
gegebenen Kreis in den Punkten H, J schneiden möge. Wir behaupten , HJ 
geht durch E. Wir verbinden M mit ff, dann mufs BH beide Kreise achneiden. 
Es möge den gegebenen Kreis in J, den Kreis des Büschels in J' schneiden. 
Dann wäre SÄ"- J5J' = EA-EB und EH ■ EJ= EC ■ ED^EÄ- ES, also 
EJ' — EJ. Dies ist nur möglich , wenn EH beiden Ki'eisen iu demselben 
Punkte begegnet. 



13. 

Zwei feste Punkte A, B sind an±' (levselheii Seite einer Ge- 
radcii gegeben. Man liestimnie auf der Geraden einen Punkt 
derartig, dafs die Snmine seiner il) tinle \ n den bpüen iV tcn 
Punkten ein Minimnm wird. 

Gelegentlich der Aufgabe 9 eikiinten Mii iils Wii ms z 
nächst mit der Aufgabe zu beschäftigen haben welche verlangt 
dafs die fragliche Summe eine bestimmte Grofse eihalte uul dafe 
wir dann die Einschränkung diesei Aufgal e geben müssen 

Wir fällen von dem Punkte B au's eine Senkt echte auf die 
gegebene Linie und verlängern '.le um sidi selbst bis F AK 
dann beschreiben wir um den andern P mkt i mit dei gegebenen 
Strecke AD = s einen Kreis und suchen nun denjeiigt!n Kieis 
auf, welcher durch die Punkte E md B geht md den um i mit 
, lesuhiiel enen hjeie berührt 
Der Mittel] unkt heses hj-e 
ses C liegt auf der Geraden 
und löst die Aufgabe. Denn 
AC+CB^AC^-CD^s. 
Die Aufgabe läfst keine 
Lösung zu, wenn E aufser- 
halb des um A mit s be- 
schnebenen Kreises liegt. 

Der Grenzfall (dem unsere 
Figur sich nähert) tritt ein, 
wenn E genau auf der Peripherie des um A mit s beschriebenen 
Kreises liegt. Bevor wir aus dieser Erkenntnis die Lösung unserer 
Minimalaufgabe ableiten, woUen wir noch einige besondere Fälle 
der allgemeinen Lösung besprechen. Geht die gegebene Gerade 
durch beide Punkte A, B, so beschreiben wir um die Mitte ilfvon 
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AB einen Kreis mit [ 
suchten Punkten. 



Dieser TCreis trifft die Gerade in den , 



Ey ist immlicli C'J + *^'ß ^ f'-^ + CA + 2A2f=2CM^ f'. 
Ist s<:AB, so erhält man keine eigentliche Lösung. Die Be- 
deutung der uneigenthehen Lösung wird später klar werden. 

Zunächst soll jetzt die Mininial-Aufgabe gelöst werden. 

Löaunff. Wir fällen von dem einen der gegebenen Punkte, 
etwa von B, auf die gegebene Gerade eine Senkrechte und ver- 
längern dieselbe um sich selbst bis D. Dann verbinden wir J) 
mit A. C löst die Aufgabe, da AC -\- CB ein Minimum ist. 




Beweis. Greifen wir auf der gegebenen Gera-den irgend einen 
andern Punkt heraus, etwa (?, verbinden G mit B und 1), so 
ist zu zeigen, dafs ist: 

j c; + Gj5 > .JC + CB. 

Durch Kongruenz von Dreiecken zeigt man, dafs GB = 0-J), 
CB = CD, also AG -l GB ^ AG -{- GD, während AC + OB = 
AC -f CD ist. Nun ist aber AG -\- GD >■ AC + CD, folghch 
unsere Behauptung bewiesen. 

Die soeben gelöste Aufgabe hat zahlreiche physikaHsche An- 
wendungen. Wenn eine elastische Kugel A in der Richtung AG 
gegen eine feste elastische Wand gestofsen wird , so prallt sie 
in der Richtung CB nach dem Stofse zurück. Analoges gilt von 
Schall und Licht. 

Die Summe zweier Dreiecksseiten ist gröTser als 
die dritte. 
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Mali !)cstimiiie einen Punkt deravtis, Jals die Summe seiner 
Abstände von drei festen Pniikten ein iliiiimnm sei. 

Vofbei'eitung. Wir beschreiben zunächst um einen der Punkte, 
etwa um A, mit einem -wülkürlichen, aber nicht zu grofsen Radius 
einen Kreis, der keinen der anderen gegebenen Punkte B, C ein- 
schliefst. Auf diesem Kreise suchen wir einen Punkt Z* so zu 
bestimmen, dafs zunächst einmal DB -\- DC ein Minimum sei. 
Zu diesem Zwecke legen wir in D an den Kreis eine Tangente. 
Dann niufs um so mehr auch für jeden Pvmkt dieser Tangente 
BD -|- DC ein Minimum sein. Dies ist der Fall, wenn die Linien 
BD und DC mit der Tangente gleiche Winkel bilden. Also 
mufs AD den Winkel der beiden anderen BD und CD halbieren. 
Polglich erhalten wir als notwendige Bedingung, da Gleiches für 
alle drei Punkte gilt: Die drei Linien ^D, BD, CD müssen jede 
den Winkel der beiden anderen halbieren, wenn D der gesuchte 
Punkt sein soll. 

ISsung. Der in Aufgabe 11 erhaltene Punkt ist der ge- 
suchte Punkt. 

Beweis. J (Fig. 17) sei ein beliebiger Punkt. Es ist zu 
zeigen, dafs JA-^JB^JC>OÄ^OB^ 00. Das Dreieck 
AJK sei gleichseitig. Man drehe Dreieck AKE um 60", so dafs 
AE in die Richtung von AC kommt. Dann fällt AK auf AJ, 
ICE auf JC. Hiermit ist unser Satz bewiesen; denn 

BJ + JK -L KE > BE, 
also auch 

BJ + JA H- JC-^OA-^ OB^ OC. 
Der fragliche Punkt hat so viele interessante Eigenschaften, 
dafs man ihn mit mehr Recht als irgend einen andern den fünften 
merkwürdigen Punkt des Dreiecks genannt hat. 

15. 

Ein Dreieck zu zeiclmen, wenn gegeben ist a, «, 6 + c ^: s. 

JLöswnff. Über der Strecke a mit den Bndpunkten B, C be- 
schreibe man einen Kreisbogen, der den Winkel « fafst. Um den 
Pfeilpunkt D dieses Bogens beschreibe man mit BB als Radius 
einen Kreis, der auch durch C geht und folgHch den Winkel ^ 
fafst, da der Centiiwiidiel bei .!) die Gröfsc « hat. Jetzt he- 
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schreibe man um B mit s als Radius 

einen Kreis, der den zweiten Hülfskreis 

im Punkt E trifft. EB schneidet den 

ersten Hülfskreis im gesuchten Punkte Ä. 

Beweis. Da 4 BÄC = u, BEC=^ 

ist, so bleibt für 4 ACE der Wei-t|- 

Folgüch isi AC^ÄEunä AB -\-AC = 

■ ^'«' 22- BE = s, w. z. b. w. 

mnscliranJmnQ. Die Lösung wird unmöglich, wenn s > 2 BD. 

Sonst erhält man zwei nur durch die Lage verscliiedene Lösungen. 

Die Lösungen werden uneigentlich, wenn s < a. 



Auf einem Kreisbogen einen Punkt zn bestiinineii , so (lafs 
die Summe der zugehörigen Selnieu ein Maximum wii'd. 

Die allgemeinere Voraufgabe ist mit 15 übereinstimmend. 

Lüaitng. Man verbinde den Pfeilpunkt D (Fig. 22) mit den 
Endpunkten B, C des Kreisbogens. 

Beweis. Es ist zu zeigen, dafs BI) -\- DC > BA + AC. 
Dies würde der Fall sein, wenn BD + DF > BA + AE oder 
J5F>B£wäre. Das letztere ist aber der Fall, folglieh die 
Aufgabe richtig gelöst. 

Die Anknüpfimg: Wenn A sein soU, so mufs B sein; wenn 
B sein soll, mufs C sein u. s. w. , führt logisch nur auf eine 
notwendige Bedingung. Dagegen konmit man durch eine Ge- 
dankenreihe : A würde sein, wenn B wäre ; B würde sein , wenn 
C wäre n. s. w., auf eine genügende Bedingung. In der Mathe- 
matik i,vird häufig eine notwendige Bedingung auch als genügend 
erkannt. 

Eine Sehne ist um so grßfser, je kleiner ihr Ab- 
stand vom Mittelpunkte ist. Der Durchmesser ist 
die gröfste Sehne. 

17. 

Ein Preieek zu zeiclinen, wenn j>'egcbcn ist a, u.h — e — d. 

Die in Aufgabe 15 erwähnte uneigentliche Lösung *• <; a 
wird hier als eigentliche Lösung erhalten. 
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Löswnf/. In nebenstehender Figur 
ist BC — a. Der über BC stehende 
Kreisbogen BAC fafst den Winkel <x. 
Um ff, den tiefsten Punkt des entgegen- 
gesetzten Kreisbogens, ist mit GB als 
Radius ein Kreis beschrieben, der auch 
durch C geht. Um B ist mit d als 
Eadius ein Kreis beschrieben, der den 
zweiten Hülfskreie auf der Innenseite 
in E trifft. BAC löst die Aufgabe. 
Beweis. Es ist nur zu zeigen, daXs 
AE = AC, Aa, BE = d ist. Nun 
ist BGCA ein Kreisviereck, also der 
hohle Winkel bei ff ist ISO" — f, der 
'"^"'''' erhabene 180'>-h<', folglich der zu- 

gehörige Peripheriewinkel BEC = 90" -^ ~ Daher ist 4 AEC = 
90» — ^, und somit bleibt für ^ ACE auch 90" — | übrig. 
Also ist Dreieck AEC gleichschenklig. 

MnacfiränJeunf/. Die Lösung wii*d uneigentlich, wenn nicht 




18. 

Eine Gerade und zwei Punkte A, B sind gegeben. Man be- 
stiiuiiie eilten Punkt C so auf der Geraden, (lafs die Differenz 
ü —-■ CA — CB eine vorgesclii-iebene Gi'öfse liaf. 

Lösung. Man 

fälle von dem ge- 
gebenen Punkte B 
ans auf die gege- 
bene Gerade L eine 
Senkrechtes^ und 
mache DE = EB. 
Dann beschreibe 
man einen Kreis, 
^'^- '^*- weicher den um A 

mit der Strecke d gezogenen Kreis berührt und durch die Punkte 
B und D geht. Sein Mittelpunkt löst die Aufgabe. 

Beweis. Dieser Mittelpunkt liegt auf der Geraden L, da sie 
Mittelsenkreehte zur Strecke BD ist. Verbindet man A mit C, 
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so gellt die Verbindungslinie durch den Bei-ührungspunkt E, ond 
68 ist AC — CB = AE -^ EC — GB = AE -= d. 

Mnschränkung. Wenn D in das Innere des um A be- 
schriebenen Kreises fällt, so ist die Aufgabe unlösbar. So oft 
D auf die Peripherie fällt, tritt eine Grenzlage mit nur einer 
Lösung auf. In den übrigen Fällen erhält man zwei Lösungen. 
Dabei kann man beachten, dafe fttr den durch unsere Figur dar- 
gestellten Fall die zweite Lösung CB~ CA= d ergiebt und 
nicht CA — ÜB = d. Man könnte daher geneigt sein , diese 
zweite Lösung als eine uneigentliche zu bezeichnen. Doch wer- 
den wir an späterer Stelle uns überzeugen , dal's diese Unter- 
scheidung hier am besten nicht gemacht wird. 




19. 

Ein Dreieck zu zeichnen, wemi g'cgeben i«t r, p, u. 
Wenn r und a gegeben ist, so ist immer der Winkel a mit- 
bestimmt. Verbindet man den Mittelpunkt des eingeschriebe- 
nen Kreises mit den Ecken, so entstehen die drei Centriwinkel 
90 + p 90 + |-, 90 + I' Der erstere ist in Aufgabe 17 in 
anderer Beziehung aufgetreten. 

JJisung. Wir beschreiben über BC einen Bogen, welcher a 
fafst. Um den tiefsten Punkt D des gegenüberliegenden Bogens 
beschreiben wir mit BD ^ DC einen Bogen, der einer im Ab- 
stände I) zaBC gezogenen Parallelen 
im Punkte begegnet. An den um 
mit f) beschriebenen Kreis ziehen 
wir von B und C aus Tangenten, 
welche sich in A begegnen. 

Beweis. Es ist lediglich zu zeigen, 

dafs 2f BAC ^ c; denn dann hegt 

A auf dem Kreisbogen, welcher a 

fafst, also auf dem mit r als Radius 

durch die Punkte B, C gelegten 

Kreise. — 4- BOC = 90» 4- -^ 

^'^' ^^' besteht aus den Stücken BOG und 

COG. Diese sind bezüglich gleich den Winkeln BOF und COH. 

Folglieh ist der erhabene Winkel F0H=2B0C= 180« + a. 

Das Viereck FOHA ist ein Kreisviereck und, da sein ^ FOH ^^ 
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180*' — u als l^]I■gänzung zu dem erhabenen Winkel Füll, su 
bleibt für 4 BAC der Wei-t a übrig. F, G, H sind die Be- 
rührungspunkte des einbeschriebenen Kreises und der Einfachheit 
wegen nicht mit verbunden. 

Einschränkunff. Es mufs sein »" > ö ' '' ^^'^ nicht gröfser 
sein als die Pfeühöhe des zweiten Hülfskreiaes. 

AninerkuTMfen. Die drei Winkelhalbierei- eines Dreiecks 
schneiden sich in einem Punkte, und dieser Punkt hat von den Seiten 
des Dreiecks gleichen Abstand. Beweis durch kongruente Dreiecke. 

Heifeen die drei Treffpunkte der Winkelhalbierer auf den Gegenseiten 
"i ßt J". Sü ist nach dem in Anfgahe 4 erwähnten Satze: 
•^ £C vÄ _ AB BC ÄC _ 
ü^C ' ßA' rS ~ ÄC' AB ' BC ~ 
Dies ist eins Anwendung des Cevasehen Satzes. 

Betrachtet man AB und AC als feste Tangenten, BC als eiue sich 
ändernde, so erkennt man, dafs die veränderliche Tangente in ihren Schnitt- 
piinlcten niit den beiden festen Tangenten stets denselben Winkel im Mittel- 
punkte des Kreises spannt. 2iB0C =^90 -{- -^- Mit der vorhin gelösten Auf- 
gabe stimmt völlig überein: Gegeben ein Kreis und zwei feste Tan- 



dafs das auf ihr durch die fesi 


;en Tangenten abgeschnittene 


Stßct eine vorgeschriebene Gr 


Dfse habe. In dieser Passung ftthrt 


die Aufgabe zu einer interessanten Max 


iiiiai- und Minimalaufgabe. 



Man bpi-ecliiie (Teil Abstand d des eingescliriebeien Kreises 
O von dem des umseliriebenen Kreises Q. 

Verbindet man {Fig. 25) mit Q und zieht durch bis zu den 
Schnittpunkten mit dem umschriebenen Kreise, so ist nach dem Satze 
von der Potenz am Kreise OA- OD = {OQ + r) ir—OQ) = (?■ + d) 
(r — d). Nun ist in den Dreiecken OFA und KBD bezüglich: 
■ " _^ _V_ _ ^I> _ OD _ OD 
^"* ^ ~ OA ^ KD '^ KD '^ 2)- ' 
folglich 

2.rf,^0D-0A= r^ — d'\ 
Damit ist eine berühmte Aufgabe gelöst, welche für das Dreieck zu- 
erst Euler erledigt hat. Fragt man nach der Beziehung, welche er- 
füllt sein mufs, dainit ein w-Eck einem Kreise mit dem Eadius {> 
umschi-ieben und zugleich einem andern mit dem Radius r einge- 
schrieben sei, so ist die Antwort durch C. G. J. Jacobi, Ges. Werke, 
Bd. I, S. 277, mit Hülfe der elliptischen Funktionen erteilt worden. 
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— 29 — 
21. 

Eiu Dreieck zu zei(^liiieii aus a,, ;■, ■«, f« = Umfang.) 




Lösung. Man führe die Bezeichnung m = 2 o ein und trage 
von einem willkürlichen Punkte A aus auf einer -willkürlichen 
Geraden die Strecken AF= o — a und AK = a ah. Im Punkte 
i''' errichte man zu der Geraden die Senkrechte FO = ji. AO möge 
eine im Punkte K zu derselben Geraden errichtete Senkrechte 
im Punkte Q treffen. Dann beschreibe man um Q mit QK und 
um mit OF Kreise, bestimme eine äuftere und eine innere 
Tangente, und Dreieck ABC löst die Aufgabe. 

Betveis. Es ist BG = BK, CG = CR. Daher ist 
AB -\- BC + CA ^ AB + BK + AC '\- GH = 
AK+ AH= 2AK=u. 
Also der Umfang des Dreiecks ist m, wie verlangt wurde. Femer 
ist B C, die Grundlinie, aus den Stücken BD und CD zusammen- 
gesetzt, welche bezüglich BF und CE gleich sind. Daher: 
BC = BF + CE = AB — AF ^ AC ~ AE = 
AB + AC—2AF, 
oder nach beiderseitiger Hinzufügung von BC: 
2BC ^ 2(1 ~2{a —-0) = 2a. 
Mmschrünknmg. Die beiden Hülfskreise um und Q dürfen 
sich nicht schneiden. 

■lev/ny. Unsere Aufgabe führt zu fnlgenden Grürscnbestimmungeii: 
ÄF=ÄE^<T~a: ÄK^ÄH—.<j, 
BF=BD = a — b; BG ^ BK ^ <7 ^ c, 
CE=CD = a — c; CG^ CH^<r — b. 
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Aue diCBU (Tiolaenleötimmingtii k«n nai Mfle Aiifgaljeii bilden. Das 
Dreieck ASC eiülI eint als Summe dei Dieietbe A(IB, BOC, COA; daher 
ei'halten wir fi i se neu Ii halt I die Porme-l 

Man kann 7 auch darstellen als $5^ + QCA— $5(7 iiml findet dann (?A'— 3„, 

Kun folgt durch Multiplikation 

Ea ist aber auch aus den Dreiecken BOF und QBK: 

ß _ OF _ g ^ _ '! — c _ KB 

'■' 2 ~" BF ^ IT— &■ '** 2 "" (.„ ^ Ä""(3' 
Daher y^^ ^ („ _ &) (^ _ c), 

also i=^„(,_„)(o-_&)(^_öJ. 

Dies ist die Sierühmte Heronisohe Formel. Die Ableitims derselben 
in obiger Form fand ich zuerst bei J. Petersen. Aus den Formeln 
^. ^ (^ - c.) (^ - h) [rr - c) ^ 

"- ~ .JL- £ — P X, — e 

leitet man danu am vorteilhaftesten trigonometrisch die Werte der "Winlsel ab, 
wenn die Seiten des Dreiecks gegeben sind und gröfsere Zahlwerte besitzen, 
Kine blofs rechnerische Ableitung der Heronischen Formel schliefst 
man an Aufgabe 6 an. Es ist 

J:= iah, 4P = «'(.= - x^) = cH.-ic) (c J- .r). 
Nun ist aber 

. _ . . _ "^ + <:'-/>' _ b^ -(a-cy 
'■ '^-'^ 2a ~ 2» 
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Ebenso findet 

„ j . ^ t'' ^- " + 

2» 
Daher wird 

16P=:(«-]-i + c)(-„ &-T- )( -; )( H &-) 
Diese Ableitiuig ist zwaj- bei t w ^ 1 g t i d \\\ 

sie bietet ein ausgezeichnetes M ttel d lg! h&dgl wd 

hoie« und anzuwenden. Wir l 1 1 h ^W d h 1 t, A lig b 6 

angedeutet. 

Die Heronische Formel kann auch noch eine andere Gestalt annehmen. 
Wir sohiiefsen: 

odei IG/ zi^ — u* -i^ — (M ga^f^H 1h a ^ 2c' b 

In dieser Foim wiid dieselbe immet iiigewandt, wenn muht die 'leiten 
des Dieieoks sondern die Quadrate dei Seiten gegeben sind Letztere"? ist in 
der Geometrie, besonders der räumlichen h'lufig dei Fall 
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Ein Dreieck zu zeiclmoii, wenn gegeben ist (> -\- i 



Lösunif. Auf einer willkürlichen Geraden trage man die 



Strecke DE = s 




richte in l) und E Senkrechte und trage 
auf ihnen in 
gleicheraSinne 
die Strecken 
yi,pcab. End- 
lich ziehe man 
an die mit (»e. 
•5 I und i>c um 



samen Tangenten. Sie bilden mit der ursprünglichen Geraden 
das gesuchte Dreieck ABC. 

Seiveis. Es ist lediglich zu zeigen, da.is AB -\- AC= l>E = s 
ist. Nun haben wir erkannt, dafs DC^a, BE = o, CE ^ u — a 
ist, wenn i; den halben Umfang des Dreiecks bezeichnet. Also ist 
DE = s = 'J -\- <} — a = 2n ~- a = AB + AC, w. 2. b. w. 

EinscJii-ünkun^, Die beiden Xreise um und Q dürfen sich 
nicht schneiden. Der Grenzfall tritt bei BerÜhining der Kreise 
ein, und dann ist (ij + (ic)^ = (nj, — oc)* + s^, oder 4p*pc ^ s^. 
Zugleich ist a ^ 0. 

An unserer Figur können wir noch BF = BD ^ t _ a, 
BG = r, und darum FG = a bemerken. Dies giebt die Lösung 
der Aufgabe: ein Dreieck aus a, «j,, iv i'u bestimmen. 



Ein Dreieck zu zeielmeii aus «, ü»'^ - 



- C3 = (1% 



Uiim'tiy. In einer Nebenfigur stellen wir ein hinreichend 
grofses rechtwinkliges Dreieck her, dessen eine Kathete d sei. 
Die andere Kathete bezeichnen wir mit y, die Hypotenuse mit x. 
Es ist also 

"'- - ii' = j'-- 
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Jetzt beselireibeTi wir 
um den Endpunkt B der 
Strecke « mit y, um C 
mit X Ki'eise, welche sich 
in J* schneiden. Die von 
D auf B herabgelassene Senkrechte ist ein geo- 
metrischer Ol*! füi* den Punkt A, ein um die Mitte 
E von BC mit („ beschriebener Kreis ein zweiter. 
^ Beweis. Es ist lediglich zu zeigen , dafs 

Fig. m AC- — AB'^ ^ d^ ist. Man hat: 
ÜF-^ ^ x-^~ CF^ = f-— BF^ also a;a_ 8,2 = CF'^ — BF^i 
AF^ = AC^ — CF^ = AB^ — BF^, also AC- — AB'i = 

Folglich ist 

AC'^ — AB''- = x'^ — iß = 'P, w. z. b. w. 
MnschränJetmff. Es ist zunächst klar, dafs die beiden geo- 
metrischen Örter sich schneiden müssen ; die beiden entstehenden 
Lösungen sind kongruent. Allein es kann ein Bedenken auf- 
tauchen, ob DF immer herateilbar ist, oder ob der Punkt F immer 
aufgefunden werden kann. Um diese Frage zu entscheiden, setzen 
wir OF = z ; dann wird BF ^= a — s und z^ — ■ (a — e)'^ = d^, 

also , ^ i^ _|_ '11 

2 ' 'lä 

Diese Rechnung bleibt auch gültig, wenn F über B lünaus Hegt. 

Hiermit ist nun die Entscheidung getroffen und zwar in bejalien- 

dem Sinne : der Punkt F kann unter allen Umständen aufgefunden 

werden. 

Anmerhnngen. Die Konstruktion des algebraischen Ausdrucks 

zeigt die nebenstehende Figur : 

,.= i,(,. + 2.), 
,^'^2. (.. + 2.). 
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Dab it htwiiU-B D etck /tifiUt dir h li m put^nuseiih 1« in zwei 
Hiiderfi 1 echt winklige ]>reiecke welthe mtei aich und mit dem mspriJnglichen 
Dreiecke iilinlich sind 

Der zuerst genannte Satz liftt sich sofort auf den Satz von der Po- 
tenz am Ki eise znri ckfiihren Man beschieiVe um dat. uisprun gliche Dreieck 
einen Kieis dessen Mittelpunkt aut dpi H-ypotemtsenmitte liegt Anch der 
zweite Sitz kajia ebeiteo zurüekgefuhit neiden wenn mia um die Teildreiecke 
Kreise beschreibt 

Dei zweite Satz vom i echtwmkhgen Dreieck wird in dem 
bekannten Euklidischen Beweise des Pythagoreischen Lehr- 
satzes geometrisch abgeleitet. 

Der HShenfiifapunkt auf der Hypotenuse ist hiernach ein so merkwürdiger 
Punkt, dafs wir fi'agen dürfen ; 

34. 

Findet sich auf der Seite _BC des seMefwiukligeu Dreiecks 
A HC ein Punkt _D von der Eigenschaft, dafs man hat: 
AJ)^ = BD DC1 

Wir setzen CD = x, also DB ^ a - j:: AD = ij. Dann wird: 

If2 = x{a — x), (1) 

— ^^ + ^' — y' _ b°- ^a^ — c"- 

COSy — gj^ — - g^j 

Hieraus leitet man ab : 

2«a:2 _ (2«a + 52 _ ^.2)^ = _ aV\ 
Ist die quadratische Gleichung gegeben: 



so lautet die Aiiflösun 




(2) 
(3) 



In unserem Falle ist j) = — 5- , 5^ — -g ■ In 

der Auflösung erscheint der Nenner 4» und unter dem Wurzel- 
zeichen der Ausdruck 4«* + 6* + c* — ia^b^ — ia^c^ — 2b^c^. 
Diesen Ausdruck erkennen wir als genau zusammenhangend mit 
der in Aufgabe 21 zuletzt gegebenen Inhaltsformel; er ist nichts 
anderes als das negative 16fache Inhaltsquadrat für das Dreieck, 
dessen Seiten »]/¥, h, c sind. Damit also unsere Aufgabe lösbar sei, 
darf dieses Dreieck nicht möglich sein. Weil nun a-\-b — c und 
a ^ b -{- c schon positive Gröfsen sind, so ist sicher »[/ 2 -{- bz> c 
und(j|/"2 + e> J. Also kann das Dreieck mit den Seiten a|/ 2, b,c 
nur dann unmöglich werden, wenn man hat 

b + r.< «1/2 (4) 



yGoosle 



— ?Ä . - 

Hiermit ist die Antwort auf unsere Fi'age erteilt. Sobald vor- 
stehende Ungleichheit erfüllt ist, liefert die quadratische Glei- 
chung (3) reelle Wurzeln, ist also der Punkt i> auffindbar. 

Wir behaupten nun weiter, dafa diese Bedingung immer er- 
füllt ist, wenn der Dreieckswinkel a stumpf ist. In diesem Falle 
ist cos et negativ, a!ao vermöge des Cosinussatzes 

&2 4_cä<«2 (5) 

Mag nun b — c positiv oder negativ sein , immer ist (b — c)^ 
positiv, also 

b^ -\- c^ >- 'ibc (6) 

Folglich ist um so mehr iiir ein bei A stumpfwinkliges Dreieck 
nach (5) 

2hc<a' (7) 

Addiert man (5) und (7), so folgt 

b^-\- 2öc-fß2<2»2 
oder, nach Ausziehung der Wurzel, Ungleichung (-1). 

Die vorstehenden Entwicklungen geben ein lehrreiches Bei- 
[ für die Behandlung der Ungleichungen. 

Beschreiben wir um das Dreieck ABC 
inen Kreis, so ist I)C • DB Potenz dieses 
Kreises in Bezug auf den Punkt D. Ver- 
\ langem wir daher AD bis zum Schnittpunkte 
mit dem Kreise E, so mufs DE ^ DA sein. 
Daher ergiebt sich geometrisch die 

Lösung. Man beschreibe einen Kreis um 

das Dreieck ABC. Über dem Badius AF 

^'s- ao. dieses Kreises als Durchmesser beschreibe 

man einen zweiten Kreis, welcher die Grundlinie BC des Dreiecks 

in den Punkten von der gesuchten Eigenschaft tiifft. 

Bewets. Da. DF ±AE, so ist AD — DE, folglich nach dem 
Satze von der Potenz am Kreise DO- DB = DA- DE= DA^. 
rnnschränkunff". Ist 2iCAB stumpf, so schneidet BC den 
zweiten Hülfskreis immer, da F aufserhalb des Dreiecks ABC 
liegt, also AE von BC immer in einem auf der Strecke AF 
gelegenen Punkte geschnitten wird. Ist ^CAB ^ 90*^, so ist 
aufser dem Höhenfufspunkt auch i''ein Punkt von der verlangten 
Eigenschaft. Ist endlich ^CAB spitz, so wird die Aufgabe 

* Vom Verfasser. 
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unlösbar, wenn BC den zweiten HÜlfskreis nicht achneidet. Der 
Greuzfall findet statt, wenn BC diesen Kreis berührt. Nun iat 
allgemein BH ^ HA = \c, also BG ■ BD =^ }c^ und ebenso 
CD ■ CG = ^b\ Für den firenzfaU liegt G auf D\ also haben 
wir dann BD^ = \c^, CD^ = \b^, woraus sich endhch für 
BD + CD = a ergiebt: 

6 -]- c = a[/'2. 
Dies stimmt mit dem algebraischen Ergebnisse üherein. 

Fällt man vom Mittelpunkte eines Kreises auf 
eine Sehne desselben eine Senkrechte, so trifft diese 
den Mittelpunkt der Sehne, Der Satz ist einer zweifachen 
Umkehrung fähig. Denn aus zwei Voraussetzungen, welche in 
den Begriffen „Mittelpunkt des Kreises" und „Senkrechte zur Sehne" 
enthalten sind, wird eine Folgerung „Mitte der Sehne" gezogen. 
In logischem Schema lauten die drei Sät^e: Das Bestehen von 
A und B zieht das Bestehen von C nach sich, und umgekehrt aus 
A und C folgt B, aus B und C folgt A. 

Für ein stumpfwinkliges Dreieck liegt der Mittelpunkt des 
umgeschriebenen Kreises aufserhalb der Dreiecksfläche, ebenso der 
Höhenpunkt. Diese beiden Punkte stehen in einem eigentümlichen 
Zusammenhange. Zieht man durch die Ecken des Dreiecks zu den 
Gegenseiten Parallele, so ist der Mittelpunkt des umgeschriebenen 
Kreises für das zweite Dreieck der Höhenpunkt des ursprünglichen. 
Hierauf beruht der gewöhnliche Beweis für den Satz; Die drei 
Höhen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkte. 
Ein Beweis durch den Cevaschen Satz folgt aus Darstellung der 
Projektion durch Seite und Cosinus des Neigungswinkels. Ein 
dritter Beweis folgt durch Verbindung der Höhenfufspunkte. 

Der kleine Kreis unserer Figur halbiert alle durch den Punkt A 
laufenden Sehnen des grofsen Kreises. Hieraus folgt die I 
der Aufgabe: Durch den Punkt A eines Kreises soll 
Sehne gezogen werden, welche von einer zweite 
gebenen Sehne BC balbiert wird. 



Gegeben drei Kreise. Man sucht einen Punkt, von dem ans 
die an die drei Kreise gelegten Tangenten gleich grofs werden. 

Vorbereitteng. Wenn eine Aufgabe drei gleichartige Forde- 
rungen enthält , so besteht das sachgemäfse Lösungsverfahren 
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darin, dafs man zwei dieser Forderungen heiBushebt und die so 
sich ergebende Bestimmung näher untersucht. 

Wir fragen also in unserm FaUe: Welches ist der geometrische 
Ort aller Punkte, von denen an zwei gegebene Kreise gleiche 
Tangenten gezogen werden können? 

Angenommen, der Kreis um Ä habe den Radius *■, der um B 
den Radius y, D sei ein Punkt gleicher Tangenten für beide 
Kreise, also DE = DF. Dann mufs sein: 

DE^ = DA^ — r^ = DCa + CÄ^ — r^; 
DF'i = DB^ — (,a = üC^ 4- CB^ — tj2 ; 
CA^ — CB^ = r2 — ^,2_ 
Die von I) aus auf die Centrale gefällte Senkrechte trifft 
also die Centrale in einem solchen Teilpunkte, dafs die Diffe- 
renz der Quadrate der Teilstiicke die vorgeschriehene Gröfse 
r'^ — - {1^ besitzt. 
Ein solcher Teil- 
punkt ist nach Auf- 
gabe 23 immer vor- 
handen, und zwar 
ist nur ein einzi- 
ger solcher Punkt 
vorhanden. Aufs er- 
halb dieser Senk- 
rechten DC können 
also keine Punkte 
gleicher Tangenten 
liegen. 

Andrerseits hat aber auch joder Punkt dieser Geraden die 
fragUche Eigenschaft. Denn wenn 




CA^- 



CB^ = i 



so ist auch 

CA'^ + CX»2 — ,-a ^ OB-^ + 67)2 _ ^,a^ 

folglich auch AB^ — r^- = DB^ -— (>'■' 

oder EI)^ = DF^. 

Es ist wohl der Mühe wert, beide Sehlufsketten recht aus- 
führlieh zu durchdenken, da erfahrungsmäfsig sich an dieser Stelle 
leicht logische Ungenauigkeiten einschleichen, trotz oder vielleicht 
wegen der Einfachheit des ( 
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Wir sind jetat im stände, diese wichlige Linie DC zn zeichnen. 
Man nennt sie Radikalase, Potenzlinio , Linie der gleichen Tan- 
genten 11. s, w., auch Chordale, und diesen Nsimen wollen wir. 
ebenfaUe ihr heUegen. Wir ziehen einen -willkürlichen Kreis, der 
die beiden gegebenen Kreise sehneidet. Die gemeinsamen Seitan- 
ten JH und KL mögen sich in & treffen. Dann ist (? ein Punkt 
der Chordale. Denn die von G an die beiden Kreise gelegten 
Tangenten sind gleich. Ihr Quadrat gleicht einerseits GH ■ GJ und 
andrerseits GK- GL. Diese Gröfsen sind aber unter sich gleich. 
Nachdem G aufgefunden ist, fälle man von G auf AB ein Lot oder 
verbinde G mit einem zweiten Punkte G' derselben Art wie G. 
Zieht man an die beiden gegebenen Kreise zwei gemeinsame Tan- 
genten und halbiert die zwischen den Berührungspunkten der Tan- 
genten liegenden Stücke, so hat man auch zwei Punkte der Ohordale. 

Beschreibt man um D mit DE einen Kreis, so schneidet 
dieser die beiden gegebenen Kreise unter rechten Winkein. Denn 
wenn zwei Kreise sich schneiden, so zieht man im Schnittpunkte 
an beide Kreise ihre Tangenten. Der Winkel, unter welchem 
die Tangenten sich schneiden, ist dami derjenige, unter welchem 
die Kreise sich schneiden. So schneiden die Mittagslinien die 
Breitenkreise unter rechten Winkeln und so begegnen sich die 
Mittagslinien am Nordpol auf der Erdkugel sämtlich unter dem- 
selben Winkel von l*'. 

Bisher haben wir den Fall zu Grunde gelegt, in welchem die 
beiden gegebenen Kreise getrennt liegen. Wenn sich dieselben 
schneiden, so gilt zwar wörtlich alles Frühere, aber man gelangt 
in diesem Falle doch weit einfacher zur Chordale. Sie ist näm- 
lich nichts anderes als die gemeinsame Sekante der beiden Kreise. 

Wenn der eine Kreis im andern liegt, so ist wieder die Chor- 
dale genau nach der durch die Figur dargestellten Methode zu 
bestimmen. 

In den beiden Grenzfällen der umschliefsenden oder aus- 
schliefsenden Berührung beider Kreise ist die gemeinsame Tan- 
gente, welche senkrecht zur Centrale steht, Chordale. 

Wenn statt eines Kreises um B der Punkt B gegeben ist, 
so bleiben die algebraischen Entwicklungen wörtlich bestehen, 
wofern man nur q ^^ setzt. Für die Sehne KL oder die Se- 
kante GKL tritt die im Punkte B an einen willkürlich durch B 
gelegten Kreis gezogene Tangente ein. 

Nimmehr können wir unsere Aufgabe sehr einfach lösen. 
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Lösung. Die drei gegebenen Kreise mögen der Reihe nach 
durch A, B, C bezeichnet werden. Man beatinime die Chordale 
der Kreise A und B, ebenso die Chordale der Kreise A und C 
Der Schnittpunkt der Chordalen heifse D. Dann ist D der ge- 
suchte Punkt. 

Bmveis. Die von D an ^ und B gezogenen Tangenten sind 
gleich, weil D auf der Chordale der Kreise Ä, B liegt; die von 
D »ü Ä und C gelegten Tangenten sind gleich, weil T> auf der 
Chordale von A und C liegt. Tolglich sind alle sechs von 7) an 
die drei Kreise gelegten Tangenten einander gleich. 

Einschränkung. Da in der Zeichnung nur gerade Linien, 
die Chordalen, sich schneiden sollen, so kann die Aufgabe niemals 
im eigentlichen Sinne unmöglich werden. Eigentliche Unmöglich- 
keit ist in der zeichnenden Geometrie dann vorhanden, wenn eine 
gerade Linie einen Kreis oder zwei Kreise sich gegenseitig nicht 
sehneiden, obschon dies durch die Bedingungen der Aufgabe ge- 
fordert wird. Hängt die Lösung vom gegenseitigen Schneiden 
zweier Geraden ab, so kann die Lösung allenfalls entarten. In 
unserer Aufgabe tritt nun das eigentümliche Verhalten ein, daCs 
der Punkt D aufgefunden und dennoch die Aufgabe ihrem Wort- 
laute nach unerfüllbar sein kann. Dies Verhalten tritt ein, wenn 
A, B, C so liegen, dafs ein gewisses Stück ihrer Flächen den 
drei Kreisen gemeinsam ist. 

Amn&rkung. Die Chordalen tuh drei Kreisen A, B, C 
schneiden sich in einem Punkte, dem Potenzceiitriim. 

Unsere Aufgabe enthält zugleich die Lösung der nachstehenden: 

Einen Kreis zu beschreihen, der drei gegebene Kreise 
rechtwinklig schneidet. 



Einen Kreis zu beschreiben, der drei gegebene Kreise imtei' 
Durchmessern scimeidet. 

Wir lösen nach der gelegentlich Aufgabe 2Ö gemachten Be- 
merkung diese Aufgabe dadurch, dafs wir die Frage beantworten: 

Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, 
welche zwei gegebene Kreise unter Durchmessern schneiden? 

Die Mittelpunkte der gegebenen Kreise seien A und B; 
diese Kreise mögen unter den Durchmessern Ol) und EF von 
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dem um G beschriebenen 
Kreise geschnitten wer- 
den. Fällen wir von G 
auf AB eine Senkrechte 
mit dem Fufspunkte H, 
so ist diese Senkrechte' 
bestimmbar und löst die 
Aufgabe. 

Beiveis, Sei CA = r, 
BF = i>. 

Es ist: GC^ -= rs + ÄG^ = r'- + AIP + GH^ 
GF^ = i>^^ BG^ = i>s _^ Tjffa + Gija. 
daher: AR^ — BH"^ =^ q^ — r^ = d^. 

Folglich ist die Senkrechte GH bestimmbar, wie wir gelegent- 
lich der Aufgabe 23 gesehen haben. Es erübrigt nun zu zeigen, 
dafs diese Senkrechte die Aufgabe löst. Zu diesem Zwecke 
verbinden wir einen willkürlichen Punkt G der Senkrechten mit A 
und B, errichten in diesen Punkten die zu den Verbindungslinien 
GA, GB senkrechten DiameteE CD, EF und zeigen, dafs GC — 
GF ist. Man hat : 

J}P — BIP = {,'^ — r% 
folglich auch; 

jm-\- r^ + GH^ = Sm + i>^ + GH% 
mithin: GC^ = GF^. 

Ähnlich löst man die Aufgabe : Einen Kreis zu be- 
schreiben, der durch zwei Punkte geht und einen 
Kreis halbiert; femer: Einen Kreis zu beschreiben, 
der zwei Kreise rechtwinklig schneidet und einen 
dritten halbiert, u. s. w. 

Die eigentliche Bedeutung der Aufgaben 25 und 26 tritt in 
der neueren Geometrie oder in der analytischen Geometrie her- 
vor. Für die Anfangsgründe ist ihre Wichtigkeit zuweilen Über- 
schätzt worden. 



ay. 

Ein Breieck zu zeiclmen, wenn gegeben ist ß, y, ha + tb = s. 

Lösung. Man zeichne ein beliebiges Dreieck, welches aber die 
vorgeschriebenen Winkel ß, y enthält. Es ist dem gesuchten ähnlich. 
Man ziehe in diesem Hülfsdreieck die Höhe h'a und die Mittellinie Cj. 
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Dann folgt aus h„ : h'„ = tb : t'u 

sofort A„ : s = A'n : (h'a + t'i)- 

Von don Schenkeln eines willkürliclien Winkels mache man den 
einen gleich h'a + t',,, den andern gleich s. Dann liefern zweckmäfsig 
gezogene Parallelen die Stücke Ä„ und tj,. Endlich vergröfsere oder 
verkleinere man durch eine zweckmäfsige Parallele das Hülfsdreieck 
in dem Mafse, dafs h'„ in das soeben gefundene h» übergeht. 




lietveU. Es ist lediglich zu zeigen, dafs in de]n gewonnenen 
Dreiecke ha-\- ti, = s wird. Das gewonnene Droiock ist dem 
Hülfsdreieck ähnlich. Bezeichnen wir die von B ausgehende 
Mittellinie durch t", so ist 

/('„ : h,.=^.t',, : t". 
Nach der Nebenfigur ist 

h\ : A„ = t',. : t,. 

FolgHch ist t" = tb und, wie die Nebenfigm- zeigt, Ä« + *(, = s. 

Mnsehr&nkung. Die Aufgabe ist unter allen Umständen 
lösbar. Sind zwei ebene Figuren einander ähnlieh, so kann man 
die eine als genaues Abbild der andern betrachten. Die ent- 
sprechenden Winkel sind einander gleich, die entsprechenden Seiten 
sind alle m demselben Mafse vergröfsei-t oder verkleinert. Heifsen 
die Seiten der einen a, b, c, . . ., die der andern entsprechend 
ö', h', c', . . ., und ist a = 7 a', dann ist auch b^lh', c^7 c', 
u. s. w. Gfleiches gilt in dieser Beziehung von den Stücken des 
Umfangs wie von irgend zwei gleichliegenden Stücken. In ähn- 
lichen Figuren stehen irgend zwei gl ei obliegende 
Strecken in demselben Verhältnisse. 

Durch drei Glieder einer Verhältnisgleichung ist immer das 
vierte gegeben. Stimmen also zwei Verhältnisgleichungen in drei 
Gliedern entsprechend überein, so stimmen sie auch im vierten 
Ghede' überein.' 

Zieht man in einem Dreiecke eine Parallele zur 
Grundlinie, so teilt sie die Seiten in v erhält nis- 
gleiche Stücke. 
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SS. 

Eiu Dreieck zu zeichnen aus a, a, h : c = nt : tt. 

Lösung. Von den Schenkeln eines Winkels « mache man 
den einen gleich m, den andern gleich n, nenne den Scheitel- 
punkt A, die Endpunkte B', C . (B"ig. 33.) Hierauf verlängere 
man B'C über C hinaus, bis B'D = a wird, ziehe DC\\AB' 
und CB II B'C. ABC löst die Aufgabe. 

Beweis. Es ist BC || B'C, also 6 : c = m : ra; 

BC = a, weil BCB'D ein Parallelogramm. 

Einschränkung. Die Aufgabe ist immer lösbar. 
Eine zweite Lösung liefert der Apollonische Kreis, Vgl. Aufgabe 4. 



130. 

Ein Dreieck /.u zeicimen ans a, u -\- c = m,, a -{- b = n. 

Ziöining. Man zeichne ein Dreieck ADE, AD = m, AE =^ n, 
4. DAE — a. Hierauf mache man BF = JE, beschreibe mit FD 
um F einen Kreis und ziehe durch J zu DE eine Parallele, welche 
dem Kreise in G begegnet. Man ziehe DG, welches AE in C 
trifft und i?6'|| FG, welches AD in B triffl. 




Beweis. Es ist nur zu zeigen , dafs BC =^ BD = CE i 
DGC schlägt die Brücke. 
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Es ist einerseits DG : 1)C =^ FG : BC, 

andrerseits DG : DC ^ GH: CE, 

folglieh CK = BC. 

Ferner ist DF : FG ^ 1 : l ^ DB : BC. 

Mnschränkung. Eine eigentliche Lösung ist nur dann vor- 
handen, wenn der Punkt G innerhalb der Dreiecksfläche ADE 
angetroffen wird. 

Ztveite Lösung *. Man halbiere die Äufsenwinkel bei B und C, 
so findet man (Fig. 35) den Mittelpunkt des angeschriebenen Kreises. 
Diesen Mittelpunkt verbinde man mit D und C. Alsdann ist der 
Winkel DOC bestimmbar. Wir gelangen zu folgender Zeichnung: 
Man zeichne ein Dreieck ADE ; AD — m, AE = n, 2iDÄE=ix. 
Hierauf beschreibe man über DE als Sehne einen Kreisbogen, 
welcher einen Winkel 3 (90 " — ^) fafst, und halbiere den Winkel a 
bei A. Die Halbierungslinie treffe den Kreisbogen im Pmikte 0. 
Teilt man nun den Winkel DOE in drei gleiche 
Teile 90" — -„, so treffen die Teilungslinien AD und AE in 
den verlangten Punkten B, C. 

Betveis. Die Figur ACOD ist ein 
Kreisviereck, && 2iA = ii, 2i COD = 
180'^ — a. Nun stehen die gleichen 
Winkel ^ bei A über den Sehnen CO 
und DO, welche also gleich sein müs- 
sen. Folglich ist Dreieck CßO^üjßO, 
also BC= BD. Mit Hülfe des Kreis- 
vierecks ABOE zeigen wir ebenso, 
dafs BC = CE. 

Einschränkung. Weil von den bei- 
den Punkten, in welchen der durch 
DOE gehende Kreis von ylO getroffen 
wird , im allgemeinen nur einer 
die Eigenschaft hat, dafs J^DOE^ 
Bis- 35- 3(90" — -gj ist, so bekommt man 

einen und nur einen solchen Punkt 0. — Ist e =^ 60*, so wird 
4D0E^ 180«, also hegt in diesem Falle auf der Linie DE. 
Ist c < ßO^, so wird 2iD0E>- I8O0, er ist folgUch erhaben, 

* Vom Vei'fasser. 
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und liogt im Innern der Dreieeksiläche ADE. Ist a > 60", so 
wird 4-I)0E < 180", der Punkt liegt im Winkelraume ABB 
aufserlialb des Dreiecks ADE. 

Sätze vom Kreis vi er eck, Aufgal)e IL Umkehrung des 
Satzes vom Periphoricwinkel, Aufgabe 11. 

30. 

Einen Kreis zn zeiclnien, der dm'cli zwei gegebene Punkte 
geht und eine gegebene Gferade berührt. 

Lösung. Die Ver- 
bin d u ugslinie der ge- 
gebenen Punkte AB 
■ sehneide die gege- 
bene Gerade L ini 
Punkte C. Man be- 
stimme m derartig, 
dafs m^'^CA-CB 
^'e- au. wird, und mache CE 

= CD^m. Die durch die Punkte A, B, D und A, B, E ge- 
legten Kreise lösen die Aufgabe. 

Beweis. Angenommen, der durch B, A, D gelegte Kreis 
berühre nicht L. Dann mufs er L im Punkte D schneiden. Der 
mit D auf derselben Seite von C liegende Punkt, in welchem die 
Gerade L dem Kreise zum zweitenmal begegnet, seiD'. Dann ist 
CA-CB = m^ = CD^ = CD ■ CD', also CD = CD', w. u. i. 
Einschränkung. Im allgemeinen erhält man zwei Lösungen. 
Liegen die Punkte A, B auf verschiedenen Seiten der Geraden L, 
80 ist die Aufgabe unlösbar. Liegt einer der beiden Punkte auf L, 
so erhalten wir nur eine Lösung, Ist die gerade Linie AB \\ L, 
30 entartet die eine Lösung zu einer Geraden, der Geraden AB, 
und auch in diesem Falle bleibt nur eine eigentliche Lösung. 
Es sind also nachstehende besondere Pälle zu behandeln: 

Einen Kreis zu beschreiben, der durch einen Punkt 

geht und eine Gerade in einem bestimmten Punkte berührt. 

Einen Kreis zu beschreiben, der durch zwei gegebene 

Punkte geht und eine der Verbindungslinie der Punkte 

parallele Gerade berührt. 

Die Bestimmung der Strecke m bewirkt man durch den Satz 
vom rechtwinkligen Dreieck oder durch den Satz von der 
Potenz am Kreise. Letzteres ist in diesem Falle vorzuziehen. 
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Man lege durch die Punkte A, B einen willkürlichen Kreis und 
ziehe an diesen Kreis von C aus eine Tangente. Aufgabe 12. 23, 
Zweite ISsung. Zu der Strecke AB en-ichten wir die Mittel- 
senkr echte, wel- 
che die gegebene 
G-erade L im 
Punkte C trifift. 
Auf derselben 
greifen wir den 
beliebigen Punkt 
D heraus, ziehen 
BE ± L und 
beschreiben mit 
^'s- ai. D^ yni D einen 

Kreis. BC trifft diesen Kreis in F, BG !| DF trifft CD im ge- 
suchten Ifi'eismittelpunkte. 

Beweis. Der mit GB beschriebene Kreis geht auch durch A. 
Es ist zu zeigen, dafs er L berührt. Wir fallen GH ±. L und 
zeigen, dafs GH^ GB. CDG schlägt die Brücke. Es ist 
einerseits CD : CG = DE : GH, 

andrerseits CD : CG = DF : GB; 

folglieh GB ^ GH, da DE ^ DF. 

M,nschrän7eung. Da CB den Kreis um D in zwei Punkten 
schneidet, so erhalten wir im allgemeinen zwei Lösungen. Liegen 
A, B auf verschiedenen Seiten der Geraden, so ist keine Lösung 
vorhanden, weil kein Punkt F aufgefunden werden kann. Als 
besonderen Fall hat man die Aufgabe zu lösen; 

Einen Kreis zu beschreiben, der durch zwei Punkte geht 
und eine zur VerbindungsHnie der beiden Punkte senkrechte Ge- 
rade berührt. 

Der Kreis um G erscheint genau als Abbildung des Kreises 
um D. Die Punkte E, II; F, B; ja 2), G sind entsprechende 
Punkte. Der Punkt C heifst daher mit Eecht Ähnlichkeits- 
punkt der beiden Kreise. Auch für den inneren Ähnlichkeits- 
punkt bleibt das Gesagte richtig. Vgl. Aufgabe 3, 

Dritte IMautig. Wir können unsere Aufgabe algebraisch an- 
greifen, und zwar wollen wir folgende Fragen beantworten: 

1. Wie läfst es sich algebraisch ausdrücken, dafs der Mittel- 
punkt unseres gesuchten Kreises von der gegebenen Geraden L 
und von dem festen Punkte A gleichen Abstand hat? 
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2. Wie läfst es sieh algebraisch (durch eine Gleichung) aus- 
drücken, dafs der gesuchte Mittelpunkt auf der Mittelsonkrechteu 
von AB, also auf einer gewissen Geraden liegt? 




Wir fällen AD ± L, machen AC=ÜD, zielieu Cf{\\L. 
Nun setzen wir CH=y, GH= x: dann ist AG = GE = a: — IIE, 
GF=x~FH. Ferner setzen wir: AD = p, alsoifE^ FH= ^ 
und aus dem rechtwinkligen Dreiecke AGF ergieht sich r 



. l? 



= y' -^[x-i 



[x -I- y 
Hieraus folgt f/^ = 2px (1) 

Hiermit ist die erste Frage beantwortet. Die Antwort fällt 
unbestimmt aus, wie zu erwarten war. Zu jedem beliebig an- 
genommenen Werte x gehören zwei bestimmte Werte von i/, 
welche entgegengesetzt gleich sind; zu jedem beliebig angenom- 
menen Werte von y gehört ein einziger Wert von x. Läfst man 
y alle möglichen Gröfsen annehmen und bestimmt die dazu ge- 
hörigen Werte von x durch Gleichung (1), so erhält man unendlich 
viele, ja alle zulässigen Punkte G von der verlangten Beschaffen- 
heit. Ihre Gesamtheit bildet eine krumme Linie, die Parabel. 
Sie ist nicht geschlossen und besteht aus einem einzigen Zuge. 
Sie ist in der Physik als Wurflinie bekannt, in der Optik findet 
der parabolische Hohlspiegel Erwähnung. 

Jetzt soll ausgedrückt werden, dafs der fragliehe Punkt einer 
gewissen geraden Linie angehört. Diese Gerade ist durch zwei 
Angaben bestimmt, etwa durch den Winkel «, unter welchem 
sie die Axe der Y (CS) schneidet, und durch den Abschnitt OJ, 
den sie auf dieser Axe bestimmt. L' sei ein beliebiger Punkt 
dieser Geraden. 
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Wir setzen CK == p' , KL' = x' . 

Dann wird -^r~ ^ '/« (2) 

Aus dieser Gleichung kann man d^durcli, dafs man zu allen 
möglichen Werten von x' die zugehörigen Werte von y' bestimmt 
und dann die gefundenen Paaie j- , y m die Figur einträgt, zu 
allen Punkten unserer Geraden gelangen. Wir haben die Glei- 
chung der geraden Linie vor uns. 

Jetzt ist die Lösung unserer Aufgabe einfach. Damit der 
Punkt G unserer Aufgabe genüge, müssen die ihn bestimmenden 
Werte x, y beiden Gleichmigen (1) und (2) genügen, und um- 
gekehrt; genügen diese AVerte, die Koordinaten des Punktes (?, 
den beiden Gleichungen (1) und (2) , so hat G die verlangte 
Eigenschaft. Es mufs also sein: 

j/2 = 2px , 

Hieraus folgt: 

i/2^2pytg«-h2pctsa^0 . ... (3) 

Die weitere Erörterung dieser Gleichung würde alle Eigen- 
schaften und Sätze darlegen, welche bei Betrachtung einer ge- 
raden Linie und einer Parabel nur auftreten können. Solche 
Untersuchungen stellt die analytische Geometrie an. Hier 
sei nur eins erwähnt. Im allgemeinen liefert Gleichung (3) zwei 
verschiedene Werte für y, also auch für x. Daher schneidet 
eine Gerade eine Parabel im allgemeinen in zwei verschiedenen 
Punkten. Dagegen liefert (3) nur einen Wert, wenn 



Man sieht, dafs dies der Fall ist, wenn ÄJ J_ JL', da AC=^ 
In diesem PaQe liefert also JL' nur einen oder richtiger zwei 
zusammenfallende Schnittpunkte mit der Parabel, JL' ist 
Tangente der Parabel. Bewegt sich also ein rechter 
Winkel so, dafs sein Scheitelpunkt auf einer Ge- 
raden CH fortrückt, während der eine Schenkel 
immer durch den festen Punkt A geht, so berührt 
der andere Schenkel fortwährend eine Parabel. 
A heifst Brennpunkt, L Leitlinie der Parabel; C ist ihr 
Scheitel, CA ihre Axe und GH Scheiteltangente. 
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»1. 

Man löse dnrcli Zeicliiiung die Gleichung x^ + 2>^ = Q- 

Da X eine Strecke bedeutet, so ist x^ ein Quadrat, px 
ein Rechteck und q ebenfalls ein Rechteck, welches wir in 
ein Quadrat verwandelt denken. 

Wir haben nun drei Fälle zu unterscheiden: 

1) x^^ax= h^ 

2) x^ — ax = 6^, 

3) x^ — ax = — b^. 

1. Wir beschreiben einen Kreis, dessen Durchmesser a sei, 
ziehen eine Tangente an den Kreis und tragen auf derselben 
vom Berührungspunkte aus die Strecke b ab. Den äufsem End- 
punkt verbinden wir mit dem Mittelpunkte des Kreises. Der 
äufsere Abschnitt der Sekante ist x. 

2. Wir machen dieselbe Zeichnung. Die ganze Sekante ist x. 

3. Wir beschreiben einen Kreis, dessen Durchmesser a sei 
und ziehen zirni Durehmesser im Abstände b eine Parallele. Von 
dem einen Schnittpunkte des Kreises mit der ParaJlolen Mlen 
wir auf den Durchmesser eine Senkrechte. Jedes der Teilstücke 
des Durchmessers ist x. 




( für l)und 3). Es ist -4C-^i> = J.B2 uach dem Satze 
von der Potenz am Kreise oder nach dem Satze vom rechtwinkligen 
Dreieck. Daher erhält man in den beiden Fällen bezüglich: 
x{x -\- a) ^ b^, 
x(a — x}^ b^. 
Hiermit ist der Beweis geliefert. Die Strecke x genügt den 
obigen Gleichungen. 

Mnachriltikung, Im Falle 1) und 2) ist die Aufgabe stets 
lösbar. Im Falle 3) ist die Aufgabe nur dann lösbar, wenn 
ö<|. Man findet für AO im Falle 1) und 2) den Wert 
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Diese Auflösungen der quadratischen Gleichung waren den 
griechischen Mathematikern bekannt. Die Erkenntnis, dafs die 
betrachteten Fälle nur Besonderheiten der allgemeinen Auflösung: 

sind, war keineswegs so naheliegend, wie es wohl scheinen mag. Die 
Wissenschaft verdankt diesen gewaltigen Fortschritt den Indern, 
Es erscheint auffallend, dafs in den Fällen 1) und 2) die 
quadratische Gleichung nur eine Lösung darbietet. Wenn x eine 
Mittellinie, einen Winkelhalbierer, eine Höhe, eine Dreiecksseite 
u. s, w. bedeuten soll, so hat in der That die für den ersten 
Fall gefundene Lösung : 

="=-', -V"' + i = --^''- 

gar keinen Sinn, und man mufs sie als unbrauchbar verwerfen. 
Wenn aber x die Koordinate eines Punktes ist, so hat x so- 
fort auch mit negativem Zeichen einen geometrischen Sinn. Man 
hätte alsdann die Strecke AD in der der angenommenen 
Zählung entgegengesetzten Richtung abzutragen. In Fig. 38 
zählen wir die x nach oben hin. Negative x wären nach 
unten zu wählen. 

'AÜ. 

Man zeichne ein Rechteck, welches bei gegebenem Umfange 
einen niügliclist grofscn Inhalt hat. 

Vorhereitunif. Der Umfang sei 2 a. Der halbe Umfang ist 
dann a, also die Breite a ^ x, wenn die Länge x beträgt. Die 
zu lösende "Voraufgabe verlangt also, dafs dieses Itechteck den 
vorgeschriebenen Lihalt h^ habe. Wir erhalten somit die 
Gleichung : x{a — a;) = & ^. 



y Google 



— 49 — 

Die vorige Aufgabe zeigte uns als Grenzfall ^ ^^ 9 ■ Daher die 
Lösutiij! Das gröbste Kcchteck ist ein Quadrat mit der 
Seite n- 

Beschreibt man über der Strecke a als Durch- 
1 Kreis (Fig. 39), so erscheint als Inhalt des aus den 
Stücken ÄC und AD als Seiten gebildeten Rechtecks das Quadrat 
über der Strecke AB. Nun ist AB < BO — -|, w. z. b. w. 

Eine berühmte Aufgabe ähnlicher Art ist die Teilung nach 
dem goldenen Schnitt. Sie verlangt, dafs eine Strecke a so 
in zwei Stücke x und a — x zerlegt werde , dafs sich verhalte 

(a — x) : X ^ X : a. 
Die Auflösung dieser Verhältnisgleichung ergiebt: 
x'^ ^ a(a — x), 

x^-\-ax = a^ (1) 

Die geometrische Lösung ist in der vorigen Aufgabe 31 ent- 
halten. Konstruiert man ein Dreieck aus den Seiten a, a, x, so 
wird der x gegenüberhegende Winkel, wie gezeigt werden kann, 
ZQ**, die beiden anderen je 72". Nun wird nach dem Cosinussatze 

cos 36"=^ • ^"aT'^' ' '^'^^'''^^ ^ Ta 
Es ergiebt sich aber aus Gleichung (1) 

^ = -|(-l + i/-5), 
und hier hat der negative Wurzelwert, weil x eine Dreieckseeite 
sein soll, keinen Sinn. Wir finden durch Einsetzung dieses Wertes 

^!^n — 1 + 1/5" o«0 1+1/5 

COS 72" = ~ — , cös3b"= — i^ 

Hiermitist die Aufgabe gelöst, ein regelmäföiges Zehn- 
eck zu zeichnen. Es ist unmöghch, eine Strecke nach dem 
goldenen Schnitte so zu teilen, dafs die Teilstücke rationale 
Zahlen sind. Denn l/ö" ist eine irrationale Zahl. Dagegen liefert 
der unendliche Kettenbruch, dessen sämtliche Teilnenner den 
Wert 1 haben, in jedem seiner Näherungsbrüchc 
2 3 5 8 13 21 
"i" ' "2 ' 3 ' 5 ' 8 ' 13 "■ ^' ^■ 
eine angenäherte Teüung nach dem goldenen Schnitt. li]s ist 
annähernd 5 : 8 ^ 8 : 13 u, s. w. 

Hierauf beruht der bekannte Scherzbeweis , dafs 05 ^ 64 ; 
(geschickte Zerschneidung eines Papiere mit 64 Feldern). 

SoHweriDK, Slaflere GeomBtrie. 4 
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»3. 

Man teile eine Strecke a so, dafs die Sninme der Quadrate 
dei' Teilstüclie eine vorgeseliriebene Uröfse erhält. 

Löstimj. BC=a\ 2iABC=^ih'>\ 
um C ist mit der Strecke m ein 
Kreis beschrieben , der den freien 
Schenkel des Winkels von 45" im 
Punkte A trifft. AD _L BC löst die 




Beivels. Es ist AD = BD, 

"■'*■ '"■ BD^ + DC^ ^ AD^ + DC" ^ m\ 

JEirtschränIeunff. Damit die Lösung möglich sei, mufs m |/' 2 > a 
sein; m mufs gröfser, mindestens gleich der von C auf SJ gefällten 
Senkrechten sein. Man erhält zwei verschiedene Teilpunkte D, 
aber nicht wesentlich vei-schiedene Teilung der Strecke a. Ist vi ~ a, 
so ist das eine TeilstUck NuU. Ist m'> a, so liegt der Teilponkt D 
aufserhalh der Strecke auf der Geraden BC. 

Zweite LösiiMg. Wir neimen das eine Teilstück x, dann 
heifst das andere a — x. Die Zählung (Abtragung der Strecke x) 
geschehe von B aus. Dann haben wir die Gfleichung: 



Jetzt haben wir, wenn wir rein geometrisch vorgehen, 
zwei Fälle zu unterscheiden , m > a und m < a. Im ersteren 
Falte setzen wir 

(,„ _ „) "^ = S! 

und konstruieren h mit Hülfe des Satzes vom rechtwinkligen Dreieck, 
indem wir über einer Strecke von der Gröfse 



einen Halbkreis beschreiben uud in dem durch diese beiden Teil- 
stücke bestimmten Punkte eine Senkrechte errichten. Dann haben 
wir Fall 2 der Aufgabe 31 vor uns. — Ist dagegen m < a, 
so setzen wir 

konstruieren b und haben dann den Fall 3 der Aufgabe 31 vor uns. 
Bei algebraischem Vorgehen brauchen wir diese Unter- 
scheidung zunächst nicht zu machen. 



y Google 



Wir finden x = '^ ± ]/^-"-' = " ^ ^''"^^^ -"■-■ 

Die Aufgabe wird unlösbar, wenn m \/2 < ß. Ist m ■< a, 
so iet 2j»ä — a^ < a^ und darum |/'2"m= — «" < «, also sind in 
diesem Falle beide "Werte x positiv. Ist m > «, so ist eine 
Wurzel X unserer Gleichung positiv, die andere negativ. Der 
negative Wert hat in diesem Falle geometrischen Sinn, da es 
eich um eine in bestimmter Richtung abzutragende Strecke 
handelt. Die beiden Wurzeln sind in jedem Falle nichts anderes 
als die beiden Teiletücke der Strecke, nämlich: 

X ■— - 3 , a X — 2 

An diese Aufgabe kann man die Minimalauf gäbe schhefsen: 

Eine gegebene Strecke eo zu teilen, dals die 
Summe der Quadrate der Teilstücke ein Minimum sei. 

Zösunff. Die Strecke ist zu halbieren. 

Bmods. Man fälle (Fig. 40) von C aus auf AB eine Senk- 
rechte; sie ist kleiner als ÄC. Halbiert man a, so ist die Summe 
der Quadrate der Teilstücke gleich dem Quadrate der Senkrechten, 
dagegen gleich ÄC^ für den beliebigen Teilpunkt D. 

Zieht man in einem Quadrate eine Diagonale, so erhält man 
Winkel von 45". Ist die Seite des Quadrates 1, so wird die 
Diagonale |/2". Dies ist eine irrationale Zahl. Denn an- 
genommen, [/2 sei ein rationaler Bruch, so müfste eine der drei 
Gleichungen bestehen: 

WO h und h ganze Zahlen sind. Denn Zähler und Nenner müssen 
entweder beide ungerade oder der eine gerade, der andere un- 
gerade sein. Wären beide gerade, so könnte man durch 2 ab- 
kürzen und würde dann doch achliefslich auf eine der obigen drei 
Annahmen stofsen. Alle drei Annahmen sind aber unzulässig. 
Denn quadriert man, so ergiebt die erste 
(2& + 1)2^ 27,ä. 
d. h. eine ungerade Zahl soU gleich einer geraden sein, w. ii. i. Ebenso 
zeigt man die Unzulässigkeit der beiden anderen Annahmen. 1/2" ist 
also nicht durch einen Bruch genau auezudrücken und folghch eine 
irrationale Zahl, Mit anderen Worten: Die Seite und die Dia- 
gonale eines Quadrates sind inkommensurable Gröfsen. 
Dasselbe gilt, wie man am besten gelegentlich der Ketten- 
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lirüchc zeigt, für jede Wurzel aus einer ganzen Zahl, die nicht wieder 
eine ganze Zahl ist. Wollte man für |/'"3 das obige Verfahren an- 
wenden, so hätte man schon acht Fälle zu unterscheiden, da Zähler 
und Nenner die drei Formen 3h, 3ä + 1, 3h -{-2 haben können. 

1/ 3 zeichnet man mit Hülfe des gleichseitigen Dreiecks. 
Ist die Seite desselben 1, so ist die doppelte Höhe [/z. Es ist 
sinQO" :^ ll/^- 

[/'s erhielten wir durch das reguläre Zehneck. 

Die Beziehung der [/p zur Kreisteilung durch p isl; auch 
allgemein vorhanden. 

Man zeichnet |/m mit Hülfe d^ Satzes vom rechtwinkligen 
Dreieck , indem man über einer Strecke 1 -\- n einen Halbkreis 
beschreibt und im Teilpunkte eine Senkrechte errichtet. Übrigens 
kann man auch nach vielen anderen Methoden verfahren, da jede 
Zerfallung der Zahl n in zwei Faktoren oder in die Summe zweier 
Quadrate oder die Darstellung von n als Differenz zweier Quadrate 
eine Lösung der Aufgabe darbietet. 

34. 

Dupcli den einen Schnittpunkt zweier Kreise eine Oeraile 
zn ziehen, so dafs die Snmnie der beiden angeschnittenen Sehnen 
eine vorgeschriebene O^röfse m erhält. 

Lösunt/. Über der Cen- 
trale AB beschreibe man 
einen Halbkreis. Ein um 
A mit der Hälfte der ge- 
gebenen Strecke beschrie- 
bener Kreis treffe den Halb- 
kreis in C. Durch den 
Schnittpunkt F der beiden 
Kreise ziehen wir GH || AC. 
GH löst die Aufgabe. 
Beweis. Wir verlängern BC bis zum Schnittpunkte E mit 
GH, dann ist BE X GH; ebenso sei AD X GH. Dann ist GH = 
DF, FE^EH, DF-\-FE=^, GD-\-EH=~, GH = m. 

Mnschrünkunff. „" niufs kleiner, darf höchstens gleich AB 
sein. Geht GH durch das beiden Kreisflächen gemeinsame Stück, 
so wird die Lösung uneigentlich. 
Sätze siehe Aufgabe 24, 11. 
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Hieran schliefst sich die Maximalaufgabe : Durch den einen 
Schnittpunkt zweier Kreise eine Gerade xu ?:iehen, 
so dafs die Summe der abgeschnittenen Sehnen mög- 
lichst grofs werde. 

Lösung. Man ziehe durch F, den Schnittpunkt der beideji 
ICreise, eine Parallele zur Centrale AB. 

Beweis. Zieht man durch F eine zweite Sekante GH und nun 
von A und B auf beide Sekanten Senkrechte, so ist das zwischen 
den Fufspunkten dieser Senkrechten enthaltene Stück jedesmal die 
Hälfte der ganzen Sekante. Dieses Stück ist in dem einen Falle 
gleich AB, in dem andern gleich AC, es ist aber AB > AC. 

Durch die vorstehend gelöste Aufgabe kann man die Lösung 
einer Reihe anderer Aufgaben bewirken. Wir wollen einige der- 
selben hier aufführen. 

Gegeben zwei Dreiecke. Man soll das eine so um 
das andere beschreiben, dafs die Ecken des letztern 
auf den Seiten des erstem liegen. 

^ Lösung. Man beschreibe über den 

Seiten FE und FD Kreise, welche die 
Winkel r und ß des andern Dreiecks 
fassen, und ziehe durch den einen Schnitt- 
punkt F dieser Kreise eine Gerade so, 
dafs das von beiden Peripherien begrenzte 
Stück gleich der Dreiecksseite AB sei. 
Dann verbinde man A mit D, B mit E. 
^'»■*^- ABC löst die Aufgabe. 

ßifAvms. Dreieck J.BC ist dem uisprüngUch gegebenen Drei- 
ecke kongruent, da es in der Seite AB und den beiden Winkeln 
« und ß mit ihm übereinstimmt. 

Mnschrütikung. Die Hülfsaufgabe dai'f nicht unlösbar werden. 
Hieran schliefst sich die Aufgabe: Um ein gegebenes 
Dreieck ein anderes mit vorgeschriebenen Winkeln 
beschreiben, dessen Inhalt ein Maximum sei. 

Lösimg. Das gegebene Dreieck sei ABO. (Fig. 43.) Wir be- 
schreiben über BC einen Bogen, der den gegebenen Winkel d, über 
.^C einen Bogen, der den gegebenenWinkele fafst. Alsdann ziehen 
wir die Centrale dieser beiden Kreise und durch den Punkt C eine 
Parallele zur Centrale. — Die Richtigkeit dieser Lösung folgt aus 
dem oben Gesagten, Allein es bleibt doch eine Schwierigkeit. Man 
könnte nämlich auch über AB einen Bogen beschreiben, der den 
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dritten Winkel i* l'afst, und iiuu tlvn'oli B und A ebenso eine Maximal- 
lösung gewinnen wie vorhin durcli C. Es wäre dann zu unter- 
suchen, welches von den drei Maximis das Maximum maximorum 
wäre. Allein dem ist 
nicht so; die drei genann- 
ten Verfahrungsweisen 
liefen! dasselbe Dreieck. 
Betveis. Dreieck DEF 
mit den Winkeln d, e, J 
sei dem Dreiecke ABO 
umschrieben. Die um 
\ die Dreiecke DGB, EAC 
j und FAB beschriebenen 
Kreise haben die Mittel- 
punkte H, J, K. Die 
Kreise um ffund J'schnei- 
^'''- *'■ den sieh aufser in C in G. 

Dann ist 4.160=1800 — ?, 4Cff5= ISO" — cf; folglich bleibt 
für 4. AGB, da (J + £ + 4' = ISO», 4 AGB = ISO« — ^. Mithin 
ist AGBF ein Kreisviereck. Man kann dies Ergebnis als Satz 
so aussprechen: Beschreibt man über den Seiten eines 
Dreiecks als Sehnen Kreisbogen, welche drei Winkel 
fassen, so schneiden sich die drei Kreise in einem Punkte. 
wenn die Summe der drei Winkel 180" beträgt. 

Da nun AG A. JK, GC ± JE, GB ± KH, so haben die 
Winkel bei J, H, K die in der Figur bezeichneten Werte. Zieht 
man nun durch C zu JH eine Parallele, so entsteht das gröfete 
dem Dreieck J^if ähnliche Dreieck, welches .45C umschrieben 
ist. Seine Seiten werden daher alle den Seiten von J^lTZ" parallel. 
Der Inhalt des gröfsten Dreiecks ist viermal so grofs als 
der des Dreiecks JHK. Denn: 

Die Inhalte zweier ähnlichen Dreiecke verhalten 
sich wie die Quadrate zweier gleichliegenden Seiten. 
Der Beweis dieses Satzes gründet sich am besten auf die 
Formel J=^ ^ah und den in Aufgabe 27 vei-wendeten Satz. 
Man erhält aus der obigen Aufgabe zahlreiche andere: 
Um ein gegebenes Dreieck ein gleichseitiges mit 
vorgeschriebener Seite zu boschreiben. 

Um ein gegebenes Dreieck das gröfste recht- 
winklig-gleichschenklige zu beschreiben u. s. w. 
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Um ein gegel)enes ftnadrat ein zweites gleichfalls gegebenes 
zn besclireiben. 

Lösung. Man beschreibe über den Seiten AB und AD des 
erstem als Dm'chmeseern zwei Halbkreise. Hierauf beschreibe man 
um den Pfeilpunkt des Halbkreises über AB einen durch A und B 
laufenden Kreis. Derselbe fafst 45*>. 
In diesen Kreis lege man die Sehne 
AF= b, ziehe EB, GD und durch 
C endlich HJ \\ AE. GHJE ist 
das umschriebene Quadrat mit der 
Seite h. 

Beiveis. Da 4 EEB = 45 <> 
(vgl. Aufgabe 15), so ist EF= EB, 
also .AE + EB = b. Jetzt kann 
man in die Winkel diejenigen Be- 
zeichnungen schreiben, welche un- 
sere Figur aufzeigt. Die vier Aufsen- 
dreiecke sind also konginient, also 
F'g-^4. aA ^ EB = CJ = BH, und 

ebenso GD = AE = BJ = HC. Die Seiten der Figur GEJS 
sind also einander gleich, ihre Winkel rechte und GJ -j- AE^= 
EF-{- AE= b. 

Mnschrünkmig. b mufs gröfser als a sein, wenn eine eigent- 
liche Lösung erhalten werden soll. Die Aufgabe wird unlösbar, 
wenn b gröfser als der Durchmesser des Hülfskreises ABF wird. 
Dieser ist a[/2; also: 

a <b < a\/2. 
Ziveite Lösung. Wir dürfen setzen: 

X = GD = HC = BJ ^ AE; 
b — x-^ AG = DH= CJ =^ EB. 




Daher die Gleichung: 



^ + (& - xY 



i — bx = —T.— - 



Diese Gleichung ist bereits Aufgabe 33 behandelt worden. 

Dritte Lö»unf/. Man ziehe nach Anleitung von Aufgabe 34 
durch den Schnittpunkt A der beiden Halbkreise eine Sehne GE = h, 
verbinde G mit D, E mit B, ziehe dmch C schhefslich HJ 11 GE. 
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Beweis. GEJli ist ein iiechteck. Die Wiakolbereclniuug 
zeigt, dafe die Aufaendreiecke kongruent sind. 

Vierte Lösung'. Eine Figur hat einen Mittelpunkt, wenn 
alle innerhalb der Figur liegenden Stücke der durch den Punkt 
gehenden Geraden durch diesen Punkt halbiert werden. Ein Kreis 
hat einen Mittelpunkt, nicht aber ein Dreieck. Jedes Parallelo- 
gramm aber hat einen Mittelpunkt, folglich auch das 
Quadrat. 

Man beschreibe um den Mittelpunkt des kleineren Quadrates K 
mit der halben Diagonale des gröfseren einen Kreis, welcher dem 
Über AB stehenden Halbkreise in E begegnet, mache KH ^= KE, 
ziehe HD, EA, HC, EB. 

Betveis. AKBE ist ein Kreisviereck, denn die Winkel bei 
E und E sind rechte. Nun ist KA = KB, folglich halbiert KE 
den rechten Winkel (Peripheriewinkel) bei E. Es ist ferner Drei- 
eck KDH^ KBE, da KD = KB ist, mithin mmV^KlW =- 
KEB ^ 45», EG = GH u. s, w. 

Jili n^elivünkung ine oben. 



au. 

Einen Kreis zu hesclireiben, der einen gegebenen Ki'eis und 
eine gegebene Gerade beriilirt, letztere in einem gegebenen Pnnkte. 
Lösung. Man beschreibe 
einen übrigens willkürli- 
chen Kreis, der die gege- 
bene Gerade L in dem ge- 
gebenen Punkte A berührt 
und den um B beschriebe- 
nen gegebenen Kreis in den 
Punkten C, D schneidet. 
CD treffe L in E; man 
ziehe von E aus an den 
gegebenen Kreis Tangen- 
ten mit den Berührungs- 
^''S' *^- punkten E und G. Dann 

liegt der Mittelpunkt des gesuchten Kreises auf BF und der in 
A auf L stehenden Senkrechten. BG liefert ebenso eine Lösung. 
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= EI) . EC = EF^. Folglich B:FTT^ 



; ist EA^^ 
EAH, also ÄH^HF. 

mmsclirünlmng. Man erhält im allgemeinen zwei Lösungen. 
Als besonderer Fall ist zu behandeln: Einen Kreis zu besehrei- 
ben, der einen gegebenen Kreis und eine gegebene Ge- 
rade berührt, letztere im Pufspunkte der auf sie vom 
Mittelpunkte des Kreises gefällten Senkrechten, 

Bezüglich der Sätze vgl. Aufgabe 13. Der Kreis um B 
schneidet ein Kreisbüschel, dessen gemeinsame Punkte in A 
zusammenfallen . 

Zweite lAisiing, Bei Berührungsaufgaben ist es oft zweek- 
mäfsig, in einem berührenden Kreise die Berührungssehne zu 
ziehen. Man fälle von B, dem Mittelpunkte des gegebenen Kreises, 
auf L eine Senkrechte 
mit dem Fufspunkte i). 
Dieselbe möge den Kreis 
in C schneiden. Man ver- 
binde C mit dem gege- 
benen Punkte A, ÄC 
möge den gegebenenKreis 
im Punkte F schneiden. 
Dann trifft BF die in A 
auf L errichtete Senk- 
i'eehte im Punkte .ff, dem 
Mittelpunkte des gesuch- 
ten Kreises. 

Beweis. Es ist ledigUch zu zeigen, dafe FH^ HA ist. Die 
Bezeichnung « ist in den betreffenden Winkel bei C willkürlich 
geschrieben. Dann ist sie bei A berechtigt, weil CD || AH. Sie 
ist bei F berechtigt, weil BF = BC, und weil Scheitelwinkel vor- 
handen sind. Folglich ist Dreieck FAH gleichschenklig. 

Mnsch/fünTetmff. Da BD den Kreis um B zweimal schneidet, 
so ergiebt sich eine zweite Lösung durch den zweiten Schnitt- 
punkt C'i. 

Werden zwei parallele Linien von einer dritten 
geschnitten, so sind die entsprechenden Winkel und 
die Wechselwinkel einander gleich, je ein Paar Gegen- 
winkel ergänzen sieh zu 180". 

Zwei Kreise berühren einander, wenn ihre Cen- 
trale gleich der Summe oder Differenz ihrer Radien ist. 
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Dritte l.ösun.ij. Sei BF = r, BD — n, FH = x. Man ziehe 
durch W eine Parallele zu DA ^^ c. Dann ist: 
(x + r)2=c3+ (a — x)^ 
2x(r-\- a) = «a+c^ — r^. 
Dies ist eine leicht durch Zeichnung auflösbare Gleichung ersten 
Grades. Vgl. Aufgabe 23. Zieht man von D ans an den Kreis 
um B eine Tangente, so ist deren Quadrat a^ — r^. Trägt man 
die Länge der Tangente von D aus auf ÜC ab, so erhalt man 
in der Verbindung des Endpunktes mit Ä eine Strecke, deren 
Quadrat a^ — r^ + c^ ist. 

Dafs wir eine öleichimg ersten Grades erhalten und nicht 
eine solche zweiten Grades, ist in hohem Grade bemerkenswert. 
Es zeigt uns, dafs die beiden oben gefundenen zwei Lösungskreise 
nicht ihrem Wesen nach zusammenhangen. Die zweite Lösungs- 
methode liefs diesen Unterschied entschiedener hei-vortreten als 
die erste. Wir kommen indes auf diesen Gegenstand zurück. 
Der Radius x des zweiten Lösungskreises folgt aus der Gleichung 
2ir{a — r) = «2 + c2_r3. 

Die Fig. 46 bringt einen sehr wichtigen Satz zur Anschau- 
ung. Es ist CFCi r^ CDA, daher 

CCi ■CD = CF-CA- = const. 
Dieser Satz heifst der erste Satz von der Inversion oder 
von den potenzhaltenden Punkten. Wir wollen ihn 
den ersten Satz von der umgekehrten Abbildung 
nennen. 

Seine Form zeigt Ähnlichkeit mit dem Sat^e von der Po- 
tenz am Kreise. Der Kreis darf als Abbildung der Ge- 
raden DA und umgekehrt gelten, weil jedem Punkte der Geraden 
ein Punkt der Kreisperipherie entspricht und umgekehrt. C heifst 
Ähnlichkeitspunkt; umgekehrt heifst die Abbildung, weil 
die abgebildeten Punkte F, A sich dem Ähnlichkeitspunkte gegen- 
über so verhalten, dafs der eine flieht, wenn der andere sich 
nähert. Auch Ci ist ebenso wie C Ähnlichkeitspunkt. Es 
ist dann F^ Abbildung von A und 

(\C- C^D = CiFi- CiA ^ const. 
Schneidet die abgebildete Gerade den Kreis , so erhalten 
wir genau denselben Satz. Dann fallen zweimal Pimkt und Ab- 
bildung zusammen, und das konstante Rechteck wird ein 
Quadrat. 
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Einen Kreis zu besciireibeii , welcher zwei gegebene Kreise 
l)erülirt und zwar den einen dei'sellien in einem gegebenen Punkte. 




Lösung, Es seien Kreise um Ä und B gegeben, ferner der 
Punkt C auf dem letzteren. Man ziehe in C an den Kreis um B 
eine Tangente, dann ist die Aufgabe in die vorhergehende ver- 
wandelt. 

Zweite L&stMff. Man bestimme den äufaeren Ähnlichkeits- 
punkt F der beiden gegebenen Kreise und ziehe FC. Diese 
Linie schneide den Kreis um Ä in den Punkten E und D. Dann 
verhält sich infolge der Eigenschaft des Punktes F (vgl. Auf- 
gabe 2 und 3) 

Fä:FB = AE:BC. 

Nun ist Dreieck AED gleichschenldig , also FEA ein stumpfer 
Winkel, also ÄE\\BO. Denn wäre BG nicht parallel ÄE, so 
könnte man durch B eine Parallele za AE ziehen, welche FL 
in einem solchen Funkte C" treffen müfste, dafs sich verhielte: 

FA:FB=AE'. BC, 
also wäre BC ^^ BC und der Winkel ßC'F ein stumpfer, was 
unmöghch ist. AD und BC treffen sich in G, dem Mittelpunkte 
des gesuchten Kreises. 

Betveis. In die Winkel bei E und D dai-f die gleiche Be- 
zeichnung geschrieben werden, da sie Basiswinkel eines gleich- 
schenkligen Dreiecks sind. Dieselbe Bezeichnung darf auch dem 
Winkel bei C erteilt werden, da AE \\ BC. Jetzt lehrt der Satz 
von der Gleichheit der Scheitelwinkel, dafe DG = GC ist. 
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JEÜnschränlunff, Man erhält zwei Auflösungen, da auch der 
innere Ähnlichkeitspuukt eine solche liefert. Als hesonderer Fall 
ist derjenige zu hehandeln, wo die beiden gegebenen Kreise 
gleich sind. 

Weil die Dreiecke AEH und BCK gleichschenklig sind und 
in den Winkeln bei A und B übereinstimmen, so sind sie ähnlich. 
Es ist also 4- JHE = MKC. Nennen wir diesen Winkel ß, so ist 
JKC = 180« — ß (Ergänzungswinkel), 
JDC= ß (HE DJ ist Kreisviereck). 
Also ist JDCK Kreisviereck. Ebenso ist auch ffELM Kreis- 
viereck, also : 

FJ • FK = FD ■ FC, 

FE- FM= FE ■ FL. 

Dies ist der zweite Satz von der umgekehrten Abbildung. 

Dreht man den Strahl FL, bis er gemeinsame Tangente wird, 
so rücken die Punkte E, D einerseits und C\ L anderseits zusammen, 
und man schliefst so, dafs ist 

FJ ■ FK ^ FD- FC= FH ■ FM = FE - FL. 
Übrigens läfst eich dies auch zeigen, indem man mit Hülfe der 
Centrale a und der beiden Kreisradien )■ und i> die vier Gröfsen 
FS, FJ, FK, FM ausdiückt. 

In der Fig. 47 haben wir beide Abbildungen vereinigt. Der 
Kreis um B kann als ähnliche Abbildung des Kreises imi A 
gelten. Dann entsprechen sich die Punkte H, K; J, M; E, C; D, L. 
In der umgekehrten Abbildung entsjirechen sich H, M; J, E; 
E, L; D, C. 

Einen Kreis zu beschreiben, der dnrch einen gegebenen 
Punkt gellt, eine gegebene Gerade und einen gegebenen Kreis 
bepulirt. 

Lösmtg. P sei der gegebene Punkt. (Fig. 46.) Man ver- 
binde P mit dem Ähnlichkeitspunkte und lege einen Kreis durch 
die Punkte C^, D, P. Derselbe schneide CP im Punkte Q zum 
zweitenmal. Dann lege man durch F, Q einen Kreis, der die 
gegebene Gerade berührt, etwa in A. Er löst die Aufgabe. 

Beweis. Man verbinde C mit A, dann schneidet diese Linie 
den gegebenen Kreis im Punkte F' mid den gefundenen Kreis 
in F'' zum zweitenmal. Daher ist: 
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Ci'"' ■ CA =00-, ■ CD (erster Satz der umg. Abb.), 
CC± ■ CD= CP ■ CQ (Potenz am Kreise (7,, D, P), 
CP ■CQ = CF" ■ CA (Potenz am gefundenen Kreise). 
Also CF' = CF". 

Hiermit ist gezeigt, dafs der gegebene und der gefundene 
Kreis auf der Geraden CA einen gemeinsamen Punkt F 
besitzen. Nun verdienen die Winkel bei A nnd C aber, weil 
CD II Äff, die gleiche Bezeichnung u ; desgleichen die Winkel bei F 
als Basiswinkel in gleichschenkligen Dreiecken, und nun folgt 
durch ümkehrung des Satzes über die Gleichheit der 
Scheitelwinkel, dafs BFR eine gerade Linie ist, also Be- 
rührung der Kreise stattfindet. 

MnscliröMk.ung. Man erhält durch die Hülfsaufgabe (Kreis 
durch P, Q, welcher L berührt) die Entscheidung, dafs im all- 
gemeinen zwei Auflösungen erhalten werden. Aber statt des Ähn- 
lichkeitspunktes Chatte man auch 
den inneren C-i nehmen können. 
PolgHch sind im allgemeinen vier 
Lösungen möglich. Würde man 
I die Aufgabe algebraisch angi'ei- 
fon, so könnte man zu einer Glei- 
chimg vierten Grades gelangen. 
Dieselbe würde aber nicht ir- 
reduktibel sein, sondern in 
zwei Gleichungen zweiten Grades 
mit rationalen Koeffizienten 
zerfallen. Vgl. Aufgabe 36. 
^'^- *^' Nebenstehende Figur bringt 

den Fall des innem Ähnlichkeitspunktes zur Anschauung. Übrigens 
ist die Aufzählung aller Fälle, wenn auch nicht erforderlich, so doch 
eine nützliche Übung. 

39. 
Eineu Kreis zu beschreibeu, der zwei gegebene Kreise he- 
i'älirt nnd durch einen gegebeneu Punkt gellt. 

Man bestimme (Fig. 47) den äufseren Ähnlichkeitspunkt F 
der beiden gegebenen Kreise, verbinde F mit dem gegebenen 
Punkte P und lege durch die Punkte J, K und P einen Kreis, 
der FP in Q zum zweitenmal schneidet. Dann beschreibe man 
einen Kreis, der durch P, Q geht und den Kreis um A etwa in C 
berührt. Er löst die Aufgabe. 
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Wir ziehen FC und zeigen; 1) FC begegnet dem 
Kreise um A und dem Kreise um G in demselben Punkte I). 
2) ADG ist eine gerade Linie. 

Ad 1). Möge FC den Kreis um G in D' , den um A in D" , 
der umgekehrten Abbildung von C sehneiden. Dann ist; 
FD" ■ FC = F.T ■ FK (umg. Abb.), 
J,-J . FK= FP ■ FQ (Potenz am Kreise JKPQ), 
FF ■ FQ = FD' ■ FC (Potenz am Kreise um G). 
Also FD' = FD". 

Damit ist 1) bewiesen, D' und D" fallen in D zusammen. 

Ad 2). Es ist, wie in 37 gezeigt worden, AE || BG. Daher 
folgt durch Winkelberechnung 2i ADE = GDC, folglich ist ADG 
eine gerade Linie, und der Kreis um G berührt den Kreis um A. 
MnscJirünleung. Man erhält nach obiger Vorschrift zwei 
Lösungen. Aber man kann auch vom inneren Ähnlichkeitspunkte 
ebensowohl ausgehen, wie dabei vom äufseren ausgegangen worden 
ist. So erhält man im ganzen vier Lösungen. 



Einen Kreis zu besclirelbeii, der drei gegebene Kreise berührt. 

Lösunff, Man stelle sich vor, die Aufgabe sei gelöst. Nun be- 
schreibe man zu dem Lösungskreise einen konzentrischen, welcher 
durch den Mittelpunkt des einen der drei gegebenen lü'eise geht. 
Dieser Kreis kann mit Hülfe der vorigen Aufgabe bestimmt werden. 
Man erhält acht Lösungen. 

ZiveUe LSsunff. Nach Gaufs, Ges. 'Werke, Bd. IV, S. 399. 




OC=c, CD= d, 
OE = ö, EF= b, 
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OSQ) + bsiti'p -\- m, e eos'p -\- d sinip ■\- u 
Multipliziert man aus, so erhält man eine Gleichung von der Fonn 

A cos<p + B sintp = C. (1) 

Man löst dieselbe am einfachsten durch Multiplikation mit einem 
Zahlfaktor l. Denn sei 

J '. = sin ip, Bl = cos <p, 
so wird sm(.pH- ip) = Ci 



oder ^9 i-P "^^ B' siw {ip + i/i) ^ -^ ■ sin ih. . 

Diese Angaben bestimmen <p und q>, lösen also (1), 

Man kann auch durch Quadrieren finden 



(2) 



sm '•fp- 



2BC 
A^ + B' 



stn(p ^ 



A^ + B 



Ist sinif gefunden, so liefert (1) eindeutig den zugehörigen 
cosip. Daher kann über die genaue Bestimmung von tp kein 
Zweifel bleiben. 

I>ritte Lösfmff, Nach Petersen, Methoden und Theorien. 

Nimmt man einen festen Punkt als Ähnlichkeitspunkt, so 
kann man zu jedem Punktet die ähnliche Abbildung A' linden. 
Man verbinde OA mit A und mache OA' ^= m ■ OA. Dabei kann 
natürlich m eine ganze oder gebrochene oder irrationale Zahl sein. 
Ist m negativ, so trage man OA' von aus in entgegengesetzter 
Eichtung ab wie OA. Liegen die Punkte A, ß, C, . . . auf einer 
Geraden, so liegen die Punkte Ä' , B\ C , . . . ebenfalls 
auf einer Geraden und zwar auf einer solchen, welche der 
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ersteren parallel ist. Sinrl zwei sich schneidende Gerade älmlich 
abgebildet, so entspricht der Schnittpunkt der ursprünglichen 
Geraden dem Schnittpunkte der Abbildungen ; der letztere ist die 
ähnliehe Abbildung des erstem. Aus dem Gesagten geht hervor, 
dafs die Verbindungslinie zweier Punkte A und A' , von denen 
A' das ähnliche Abbild von A ist, immer durch den Ähnlichkeits- 
punkt geht. Liegen die Punkte A, B, C, . . . auf einem Kreise, 
so liegen die Punkte Ä', B', C", . . . ebenfalls auf emem Kreise. 
Ist m eine positive Zahl, so liegen die beiden I&eise so, dafs 
ihr äufserer Ähnlichkeitspunkt ist; ist m eine negative 
Zahl, so ist innerer Ähnlichkeitspunkt. Schneiden sich zwei 
Gerade, Kreise, so schneiden sich die Bilder in ähnlichen Punkten. 
Ist eine Strecke in gleiche Teile geteilt, so teilen die Büder der 
Teilpunkte das Bild der Strecke in dieselbe Anzahl gleicher TeUe, 
Ist eine Gerade Tangente eines Ereises, so berührt das Bild der 
Geraden auch das Bild des Kreises. Ein interessanter Fall 
ähnhcher Abbildung 
wird durch die neben- 
stehende Figur dar- 
Es handelt 
um ein nega- 




r der Radius des Bil- 
des, Q der des ur- 
sprünglichen Kreises 
ist. Manflndetander 
Figur unsere sämt- 
^^ ,^^ liehen Ausführungen 

dargestellt, 
Hälfssats. Berührt ein Kreis zwei Kreise, und verbindet man 
die Berührungspunkte mit den Berührungspunkten einer gleich- 
artig bei*ührenden gemeinsamen Tangente der zwei Kreise, so 
treffen sich diese Verbindungslinien auf dem berührenden Kreise 
und der Treffpunkt gehört der Chordale der beiden berührten 
Kreise an. 

In den Winkel bei D (Fig. 51) schreiben wir «, so folgt die 
Richtigkeit der übrigen Bezeichnungen u aus Sätzen über Scheitel- 
winkel und Basiswinkel, Also ist CH || AD, oder FD trifft die Peri- 
pherie des berührenden Kreises in einem solchen Punkte, dafs der 
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ziigeliörende Uadius CH auf der gemeinsamen 
Tangente senkrecht ist. Gleiches gilt für GE. Folglich 




trifft G-E denselben Punkt Ji. Nun ist nach dem ersten Satae 
von der umgekehrten Abbildung in Bezug auf den Kreis HFJ: 

HJ ■ HK = IIF ■ HD, 

HJ- HK=HG- HE. 

Also : HF ■ HD = HG ■ HE. 

Folglich ist H ein Punkt der Chordale. Ebenso treffen MF 
und NG sich auf dem berührenden Kreise und auf der 
Chordale der ursprünglichen Kreise in L. HL ist die Chor- 
dale der Kreise um Ä und B. HL ist Abbildung der 
Berührungssehne DM, wenn der Kreis C als ähnliches Ab- 
bild des Kreises A gilt. Hiernach ergiebt sich jetzt folgende 
einfache Lösung; 

Gegeben seien die Kreise Ä, B, Bi. Man bestimme die 
Berährungssehne DM und die Chordale HL der beiden Kreise 
A und B. Hierauf bestimme man ebenso DiMi und H-^Li für 
die Kreise A und B-y- HL ist Abbildung von DM, H-^L-i von 
DiMi, wenn man den Kreis ^ in den berührenden Kreis ähnlich 
abbildet. Folglich trifft die Verbindungslinie des Schnittpunktes 
von DM und DyM^ mit dem Schnittpunkte von HL und HiLi 
den Kreis um A in demjenigen Punkte, in welchem er von dem 
gesuchten Kreise beiühi-t wird, im Punkte F. 
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41. 

Die Malfattisclie Aufgabe. (Malfatti f 1807, Lösung nach 
Schellbach, Grelles Journal, Bd. 45, S. 91, und Mathematische 
Aufgaben, S. 100.) 

Wenn zwei Kreise einander und eine Gerade berühren, so 
sei BE = r, AT) = y, also BC = r — p, AB -^ r + q. 
Es wird also 

AC = DE = ^[/,^. 

Diese Bemerkung 
schicken wir voraus. 
Die Malfattische Auf- 
gabe verlangt: In ein 
gegebenes Dreieck drei 
Kreise zu beschreiben, 
von denen jeder die beiden anderen und zwei Seiten des Drei- 
ecks berührt. Wir setzen (Pig. 53) 

AF=x, BE==y, CD = s. 
Dann ist der Kadius des Kreises nm G gleich z tg'^ , der Radius 
des Kreises um fl" ist ytg^, daher 
£»= = 4 sj, . fj I ijf f- {Autgabe 21), 

erste 





Folglich erhalten wir 
Gleichung ; 

»-!-J + 2l/~l^»!/-=<.. 

(1) 

Dementsprecliend folgen zwei andere : 



X + 2 + 2 



= S, 



4^^- 






Diesen Gleichungen können wir ohne 
Mühe die Form des Cosinussatzes 
geben. 
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Wir setzen: fix = |^, sy ^= ij^, <JZ = 4'^; 

— ^^ sin^i., — = sin^fi, — = sin^v. 
Dann werden unsere Gleichungen: 

ga _j_ ^2 _j_ 2^)j . cosv ^ a^sin'^v, | 
^2^p^2riZ-cosk^a^sin^l, \. ■ ■ (3) 
^a _]_ |a _|_ 2^^ . cosii= a^sin^fi. J 
Den geometrischen Sinn dieser Gleichungen werden wir später 
noch einmal näher betrachten. Jetzt setzen wir: 

^ = ff sin q>, r] ^ a sin ip, ^' ^ ff stn 0-, 
dann wird aus der ersten Gleichung (3) 

sin^ (p -\- sin^ i/» = 1 — - cos^ v — 2 sin <p sin ip cosv; 
folglich: (1 — sin^(p) (1 — sin^ip) ^= (cos»' -j- sin(p sinipf, 

cos (p cosip = cos V -\- sin(p sin ip ; 
also mit HiUfe des Ädditionstheorems des Cosinus: 

r^9'hn> (4) 

Ebenso erliält man X ^ ip -j- ,% 

Die sonstigen Werte, welche den Gleichungen (3) genügen, haben 
für die eingeschriebenen Kreise keinen Sinn. Es ist also endlich : 

^ — ^l+^-tl 



» "2 - ' 

— := s«w^ A, — ^ sin^ fi, — = sin^v; 2 o = a. -^ h ~\- c; 

X ^ a sin^ (f, J/ = ö sin^ ip, z = a sin^ &. 
Vgl. zur tieferen Ergründung dieser L&eung Gudcrmaan, Modular- 
üinktionen, Grelles Journal, Bd. 18, § 1 «. 2. 

43. 

Ein Dreieck zu zeichiiea aus h, c, «*„. (Zwei Seiten und 
der zur dritten gehSrende Winkelhalbierer.) 

Lösung. Man bestimme (Fig. 54) eine Strecke x durch die 
Verhältnisgleichung : 

i : (4 + «) = .»,: A 
zeichne das Dreieck ADB aus den Seiten AB = AD = c, DB = x, 
verlängere DA über A hinaus, bis AC = b wird, und ABC löst 
die Aufgabe. 



y Google 



Beweis. Man ziehe AE i| Dß. Dann fiiidet man durch Winkel- 
berechnung 4 CyiE = CDB; EAB^ABT); ABl) = ABB. 




Daher kommt allen eine gemeinsame "Bezeichnung ö zu. Folglich 
ist AE Winkelhalbierer. 

- AE : BD 



Es ist aber CA 

oder b 

In der Nebenfigur ist b 



(b + c) ^ AE : X. 
(J -(- c) = JK„ : X. 
Folglich ist AE = m„. 

Mnschrünkimi). Die Aufgabe wird unlösbar, wenn a; >■ 2 c 
oder m„ > ^-^"^ (1) 

Zweite lAsuni/. Man kann x mit Hülfe des Cosinussatzes 
aus dem Dreiecke DCB bestimmen. Man findet 

a^s = (j + c)ä + «s _ 2 ß (& + c) cosy, 
und indem man cosy durch die Seiten ausdrückt, 
xH = c(b^^2bc-\-rJ — a^). 
Folglich mit Hülfe der obigen Verhältnisgleichung 

xH^ = m„^{b 4- cy = hc{b + c -I- a){b + c — «)■ (2) 
Hieraus folgt für a der Wert aus der Gleicliung 

o^=(i + »)i!(l-^^) (3) 

Um die Strecke a zu zeichnen, verwandeln wir das Rechteck bc 

in ein Quadrat, bc = s^; dann zeichnen wir e^ — m^^ ^= i}^ und 

endlich a aus a : (S + c) = )? : e. 

Gleichung (3) verlangt, dafs w«^ <.bc sei; allein diese Bedingung 

ist nicht völüg ausreichend. Ist sie erfüllt, so haben wir zwar 

reelle a, h, c, aber noch kein reelle Dreieck. Dies ist erst dei' 

Fall, wenn auch noch a'> b • — c, 

also a^Xi'-f- c)^ — ibc, 
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also nach (8) 



■{h ~|-c)3>(& + c)3_4öc 



übereinstimmend mit (1). Es mufs m„ also immer kleiner sein 
als das sogenannte harmonische Mittel der Seiten, 
ist kleiner als das geometrische Mittel [/ftc, denn 



b + c 



= \/b} 



2\/bt 



<|/6c. 



Das geometrische Mittel ist endlich kleiner als das arith- 
metische Mittel. Für die Zahlen 4, 9 sind die drei Mittel: 

_4+_9 



mh - 



-- 4 = 5,5 , 



, m(j-- 



= 6, ma^-^= 6,5 



Ein Dreieck zu zeiclmeii aus a, a, «^„. 

VorbereUttng. Man kann über a als Sehne einen Bogen 
besehreiben, der den Winkel « fafst. Dann geht der Winkel- 
halbierer durch den Pfeilpunkt des entgegengesetzten Kreisbogens. 
jj. Zugleich kann man diesen Punkt 

als Ähnlichkeitspunkt einer umge- 
kehrten Abbildung ansehen. 

Lösung*. Man beschreibe über 
BC^a einen d^ Winkels a. fähigen 
Kreisbogen und ziehe den zu ßC 
senkrechten Durchmesser ED, so 
ist BC umgekehrte Abbildung des 
Kreises mit dem Ähnlichkeitspunkt D. 
Man verlängere EC, beschreibe über 
CF =^ m„ als Durchmesser einen 
Kreis und verbinde B mit dem Mittel- 
punkte 0. Mit dem aufserhalb liegen- 
den Stücke BG beselireibe man um D einen Kreis, der BC in J 
trifft, und ziehe DJ. Diese Linie trifft den über BC stehenden 
Kreisbogen im verlangten Punkte A. 

* Vom Verfasser. 
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Beweis. DA halbiert den Winkel ßAC, weil BD = DC ist. 
Weil DO A_EC, so ist i>C Tangente des Kreises um 0, also 
DC^ =^ DG ■ DU. Durch den ersten Satz von der umgekehrten 
Abbildung erhalten wir DC^ ^ DJ- DA = DK- DE, 
mithin DG- -DH=D.J- DA, 

also, weil DG = DJ, auch DH= DA, 

daher ÄJ^ GH^ m„. 

mnsohränkfenff. Die Aufgabe wird unlösbar, wenn DG<i DK. 
Im Grenzfalle wird DG = DK, also GH = KE oder a = 
2 m cot ^ aus dem Dreieck EKC. Die hieraus zu entnehmende Be- 
dingung der Möglichkeit a> 2m cot ^ wird durch trigonometri- 
sche Rechnung bestätigt. 

Die trigonometrische Lösung ist folgende. Es ist 2i EDA = 
90o_-|_^, daher ^ EDA = ^-^^- Sei ^DOC^i/-; es ist 
4 BCD ^ J, also JXJ = - -— ; CO = ^, folglich cot ip = 

COS-- 

-- cos -„■ Nun erhält man für das Dreieck DCH, da 4- DCli=' 
90« + !, 2iCHD'-='^^, nachdemSinussat^eflC. siw(90H-|) = 
DH- sin^- Folghch, weil AD = DH ist, 

■p^ = cot^; ferner aus Dreieck D CE : 

— = sm-|- Nun ist aus Dreieck DAE und durch 
Multiplikation der vorigen Gleichungen 

DA r — 8 . a ,v 

— = cos~^ = sm^ cot^- 

Man hat also die trigonometrische Lösung imserer Auf- 
gabe : Es sei gesetzt cottp = - — cos ö, 
j?ij. r — ß -«jV 

so folgt cos — 2~^ ^ StW-n COt^- 

44. 

Ein Dreieck zu zeichiien aus ö + c ^ «j a, U^. 

Diese Aufgabe wird am besten nach der Methode bearbeitet, 
welche von Petersen Drehung genannt ist. Man drehe das Drei- 
eck so um den Punkt Ä herum, dafs AB in die Richtung von CA 
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(über A hinauo) feeUn^t, also (7i> — s wird. Die Höhe AJ^ gelangt 
in die Lage AF Es i'-t 2iEAF^ 180*' — «, weil eine Drehung 
um 180" — u vorgenommen worden ist. DF trifft nun BC in 
einem Punkte G, so dafs 4 Ü(?B ^ « ist, da die Figur AFGE ein 
Kreisviereck ist. Die Dreiecke GFA und GEA sind deckend, 



also 2iAGE= AGF = -^VinA AG herstellbar. 



Vom Dreiecke 

I)GC kennen wir also die Grundlinie i><7= s, den Winkel an 
der Spitze DGC = a und den zugehörigen WinkeDialbierer A6. 

Übrigens ist 
Dreieck DGC 
^BAC, also 
die trigono- 
metrische Lö- 
c simg der vori- 
FfK. m. gen Äufgahe 

aucli hier anwendbar. Es ist GA = - -— für m„ einzusetzen. 




cot ip ^ ■-■ cot-n 



cos - 



= sin w cot w 



Es ist 4 DAG = 90" — /? -\- 90» — J =^ 90»» + ^ ''. Also ist 
die von G aus auf D C gefällte Senkrechte gleich GA. ■ cos ^ ^ ^ 
h„ . cot"^- Da nun DGC r^ BAC, so ist 
s : a = ha ■ eot-^ : ha, 



Nennt man den äufsern Winkelhalbierer m'„, so kann man den 
letzten drei Aufgaben folgende an die Seite stellen: 

Ein Dreieck zu zeichnen aus h, c, m'„; aus a, a, m'„; aus 
b ~ c ^= d, ha, m'ß. 

Man kann die Aufgabe 43 durch folgende aügeiiieijiere er- 
setzen: Gegeben ein "Winkel a und zwischen den Schenkeln des- 
selben ein Punkt; man soU durch den Punlit eine Gerade so 
ziehen, dafs das von den Schenkeln abgeschnittene Stück eine 
vorgeschriebene Gröfse a hat. Allein diese Aufgabe ist mit Zirkel 
und Lineal nicht lösbar. Sie ist identisch mit der Aufgabe, die 
Schnittpunkte der Konchoide mit einer Geraden zu suchen. 
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45. 

Eiii Dreieck zu zeichnen, wenn die Punkte S, C{SC^^ a), 
ö -j- c— s und ein Punkt des äufsernWinkelhalliierers gegeben sind. 

Lösung. Um den einen Endpunkt B der Strecke BC be- 
schreibe man mit s als Radius einen Kreis, ebenso mit PC um 
den gegebenen Punkt F. 
Den Schnittpunkt D der 
. beiden Kreise verbinde 
man mit C und ziehe 
FE±DC. P7? trifft i)ß 
im Punkte A, und ABC 
löst die Aufgabe. 

Beweis. Dreieck BEA 
^ C£A; folghch ist AC == AD, AC + AB = s; endlich halbiert 
PA den Aufsonwinkel des Dreiecks BAC. 

mnschrünMmg. Zunächst enthält unsere Zeichnung eine ge- 
wisse WiUkür. Wir hätten auch um C mit s mid um P mit PB 
Kreise beschreiben können, da ß und C völlig gleich berechtigte 
Punkte sind. Allein wir würden alsdann zu demselben Punkte A 
gelangt sein. Macht man AF=AB, so ist Dreieck PAP^ PAB, 
also PF=PB und FC =s. Da nun 5 J^|| CD ist, soiBtPÄ±BF 
und trifft FC genau in demselben Punkte A, den die obige Kon- 
struktion ergab. 

Im übrigen erhält man im allgemeinen zwei Liisungen , und 
zwar sind dieselben immer vorhanden, wenn 

PB^POs (1) 

Denn es ist PB — PC <. a •< s. Ist also die Bedingung (1) er- 
füllt, so kann man immer das Dreieck PBD zeichnen, weU wegen 
PD = PC sowohl PB -\- PP> s als auch PB ~ PD ■< s ist. 
Unsere Untersuchung hat uns jetzt mit Xotwendigkeit zu Dingen 
geführt, welche schon in Aufgabe 13 besprochen wurden, aber 
erst jetzt in ihr volles Licht treten. Greifen wir auf PE irgend 
einen Punkt heraus, so ist die Summe seiner Abstände von B 
und C immer gröfser als AB -\- AC = s. Der geometrische 
Ort allerPunkte, fürwolchedie Summe der Abstände 
von zwei festen Punkten unveränderlich ist, ist eine 
Ellipse. Die beiden feston Punkte B, C sind ihre Brennpunkte, 
die unveränderliche Summe AB + AC ist ihi-e grofse Äxe. 
Die Ellipse ist eine geschlossene Kurve; sie hat einen 
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Mittelpunkt, und für einen Punkt /' innei-halb der Ellipse ist 
PB + PC<s, füi' einen Punkt aufserhalb ist PS + PO s. 
Die gerade Linie PA hat mit der Ellipse nur einen Punkt, den 
Punkt Ä gemeinsam. Alle übrigen Punkte von PA liegen aufser- 
halb der BUipse. Folglich ist PA Tangente der Kurve. 
Wir können jetzt folgende Aufgaben lösen: 

Gegeben eine Ellipse durch ihre Brennpunkte 
und ihre grofse Axe; man bestimme die Schnitt- 
punkte einer Geraden mit der Ellipse. Diese Auf- 
gabe ist mit der Voraufgabe zu 13 gelöst. 

Gegeben eine Ellipse und ein Punkt P derselben; 
man ziehe im Punkte P eine Tangente an die Ellipse. — 
Wir ziehen in P den äufseren Winkelhalbierer des Dreiecks PBC. 

Gegeben eine Ellipse und ein Punkt auTsorhalb 
derselben; man ziehe von dem Punkte aus an die 
Ellipse eine Tangente, — Diese Aufgabe ist mit 45 identisch. 
Man erhält stets zwei Tangenten als Lösung, 

Die Brennpunkte der Ellipse haben auch physikalische Be- 
deutung in ihrer Beziehung zur Tangente. 

46. 

Die Endpunkte einer Selmur sind iu B und C an einer senk- 
rechten Wand befestigt. Anf der Selmur ist ein schwerer KSrper {ein 
Sdillissel) ohne Reibung verscMcbbar. Man bestimme die Ruhelage. 

Vorbereittmf/. Wären die Punkte B und C in gleicher Höhe 
vom Fufsboden befindlich, so würde der Faden zu halbieren sein. 
Im tiefsten Punkte Ä würde der Körper zur Ruhe kommen, weil 
die Schwerkraft den Winkel BAC alsdann halbiert. Ist B höher 
als C, so wird das Gleichgewicht nicht gestört, wenn wir auf 
dem Faden in gleicher Höhe mit C, im Punkte D eine neue Be- 
festigung anbringen. Also ist klai-, dafs die Schwerkraft den 
Wmkel BAC halbieren mufs. Hiernach können wir die Aufgabe 
geometrisch folgendermafsen aussprechen: 

Ein Dreieck zu zeichnen, wenn gegeben ist a, b -\- c 
= s und die Richtung des Winkelhalbier er s. 

Führt man den gleitenden Punkt auf der gespannten Schnur 
hemm, so besehreibt er eine Ellipse, Die Tangente dieser Ellipse 
soll nun senkrecht zur Richtung der Schwerki-aft, also wagerecht 
liegen. Daher können wir der Aufgabe auch die Form geben: 



y Google 



— 74 - 

An eine durch ihi'e Brennpunkte und ihre grofse 
Axe gegebene Ellipse soll in vorgeschriebener Rich- 
tung eine Tangente gelegt werden. 

Lösung. Man beschreibe um B (Tig. 57) mit der Faden- 
länge (der greisen Axe) einen Kreis, ziehe durch eine Parallele 
zur vorgeschriebenen Eichtung des Winkelhalbierers (eine Senk- 
rechte zur vorgeschriebenen Richtung der Tangente), welche den 
Kreis im Punkte I) treffen möge, mache CR = ED; AE J_ DC 
löst die Aufgabe. 

BmveU, AC = AD, also AC + SC = s. Halbiert man 
/i^BÄC, so wird die Halbierungslinie parallel DC aus Gleichheit 
der Wechselwinksl. — AE ist Tangente der Ellipse und senk- 
recht DC, also pai-allel der ihr vorgeschriebenen Richtung. 

Ehtschränkunff. Wir erhalten immer zwei Lösungen. Also 
hat die Ellipse in jeder vorgeschriebenen Richtung 
zwei parallele Tangenten. Für die physikalische Aufgabe 
hat nur die eine Losung Sinn. 

47. 

Ein Dreieck /.u zfiichiieu aus den gegebeneu Punkten 7^, 
{BC = «), & — c = d, Kud eiuem Punkte des Winkelhalbierers. 

Jjösung. Man beschreibe (Fig. 58) um den gegebenen Punkt B 
mit der gegebenen Differenz d einen Kreis, ebenso um P mit PC. 
Den Schnittpunkt D der beiden Kreise verbinde man mit C, mache 
DE = EC; FE trifft BD im gesuchten Punkte A. 

Beweis. DvBiQa^ ADE '^ ACE, also ist P^ Winkelhalbierer. 
Da AC ^ AD, so ist AB — AC = d. 

W.nscliränkimg. In der Zeichnung ist eine gewisse Will- 
kür vorbanden. Man hätte um C mit d und um P mit PB einen 
Kreis beschreiben können. Macht man aber AF = AB, so wird 
PF = FB. Also würde man durch diese Konstruktion BF statt 
DC, aber denselben Punkt A erhalten haben. Übrigens ist 

PB — PC<d (1) 

die notwendige Bedingung der Lösbarkeit. Ist sie erfüllt, so er- 
halten wir zwei Lösungen, Denn PB -\- PC > a ist durch das 
Dreieck PBC immer gesichert , und da a> d, so ist sicher PB 
-j- PO d. Folglich ist, wenn (1) erfiillt ist, das Dreieck BPD 
immer vorhanden. Unsere Figur bringt den Fall zur Anschauung, 
wo BP > CP ist. Für CP > BP gilt genau dasselbe. Jetzt 
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zerfallen die Punkte der Ebene in Bezug auf unsere Figur in 
drei Klassen. Die erste lüasse enthält solche Punkte, für 
welche PB — PC <d (PC — PB < d, wenn PC > PB). Für 
die zweite Klasse ist PB—PC = d (oder PC — PB =^ d, wenn 
PO PB); für die dritte Klasse 
ist PB — POd (oder PC — PB 

> d). 
Man könnte auch folgende sieben 

Klassen unterscheiden: 1) PB — PC 

> d\ die Aufgabe ist nicht lösbar. 
^^ " i) PB — PC = d; Grenzfall, es ist 

nur eine Auflösung vorhanden durch 
Halbierung des Winkels CPB. 3) PB — PC < d. 4) PB = PC. 
5) PC — PB <id; die Aufgabe bietet in diesen Fällen zwei Auf- 
lösungen dar, 6) PC — PB = d ; Grenzfall, es ist nur eine Auf- 
lösung vorhanden. 7)PG—PB>d; die Aufgabe ist nicht lösbar. 

Wir werden also durch unsere Aufgabe gezwungen, die bei- 
den Fälle näher ins Auge zu fassen, welche unter 2) und 6) auf- 
geführt sind. Der geometrische Ort dieser Punkte ist eine Kurve, 
Jeder ihrer Punkte ist Mittelpunkt eines Kreises, der den um B 
mit d beschriebenen Kreis berührt und durch den Punkt C geht. 
Sie ist nicht geschlossen , sondei-n verläuft ins Unendliche. Sie 
besteht aus zwei Zweigen. Die gerade Linie PA hat mit der 
Kurve nur den Punkt A gemeinsam. Für alle übrigen Punkte 
der Geraden ist PB — PC < d. Verschiebt man P auf einer 
Parallelen zu BC, so nimmt bei dieser Bewegung, wenn sie nach 
C hin gerichtet ist, PB zu, PC ab; also wird bald ein Punkt Q 
angetroffen werden, für den QB — QC = d ist. Also liegt die 
Kurve, welche der Geraden PA in A begegnet, in der Nähe von 
A nach der dem Punkte C zugewandten Seite. Also ist PA Tan- 
gente der Kurve. 

Der geometrische Ort aller Punkte, für welche 
die Differenz der Entfernungen von zwei festen 
Punkten , den Brennpunkten, unveränderlich ist, 
heifst Hyperbel, Sie wird von jeder Geraden im allgemeinen 
in zwei Punkten geschnitten. {Vgl. Aufgabe 18.) Halbiert man 
den Winkel der Erennstrahlen eines Punktes, so hat man 
die Tangente der Hyperbel in diesem Punkte. Die Hyperbel 
hat einen Mittelpunkt. Unsere Aufgabe il ist identisch mit 
der folgenden: 
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An eiue durch ihre Brennpunkte und ihre groTse 
Axe d gegebene Hyperbel eine Tangente von einem 
gegebenen Punkte P aus zu ziehen. 




48. 

Ein Dreieck zu zeielinen, wenn die Punkte B, C, die Differenz 
- c = d niiti die Riclituiig des Winkelhalbierers bekannt sind. 
Lösung. Man beschreibe um den gegebenen Punkt B mit 
Strecke d einen Kreis, der den Punkt C aus- 
schliefsen mufs, wenn eine 
eigentliche Lösung erwartet 
wird. Äisdann ziehe man 
durch C eine Senkrechte zur 
gegebenen Richtung ML. 
Diese Senkrechte möge den 
Kreis im Punkte D treifen. 
Man mache CE=^ED, ziehe 
BD, und die Senkrechte zu 
CD in E bestimmt auf BD 
den Punkt A. 
^'S'^"' Bmvei«. Dreieck ^EC^ 

AED, also ist AE Winkelhalbierer. Es ist AE _L CD; CDS. ML, 
also AE II ML. Endlich ist AB ~ AC = AB — AD = DB ^ d. 
Mnachränhuttg. Man erhält im allgemeinen zwei Auflösungen. 
Dieselben fallen zusammen, wenn CD Tangente des Kreises wird. 
Alsdann liegt der Punkt A unendlich fem, weil DB |[ AE wird. 
Trifft die zu ML gezogene Senkrechte den Kreis nicht, so ist 
die Aufgabe unlösbar. 

Vorstehende Aufgabe kann folgeiidennafsen ausgesprochen 
werden : 

An eine durch ihre Brennpunkte und ihre grofse 
Axe gegebene Hyperbel eine Tangente von vorge- 
schriebener Richtung zu ziehen. 

Wir haben folgendes Ergebnis; Zieht man (Fig. 60) von C aus 
an den um B mit d beschriebenen Kreis das Tangentenpaar CD 
und CG, halbiert die Tangenten in E und F und zieht die Senk- 
rechten OE, OF, so berühren diese Senkrechten die Kurve in un- 
endlich fernen Punkten. Sie sind Asymptoten der Hyperbel. 
Dreht man OE, bis es in die Richtung OH gelangt, so erhält 
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man i'ür jede zwischenliegende Richtung zwei parallele Tangenten 
der Hyperbel. Setzt man die Drehung weitei' fort, so ist es un- 
möglich, zu einer solchen Rich- 
/y tung eine parallele Tangente 

zu ziehen. Fällt man aber von 
C auf eine solche Richtung eine 
Senkrechte, so liegt der Gegen- 
punkt bezüglich dieser Senk- 
rechten von C immer aufser- 
> halb des Kreises. Also sind 
J immer auf der Richtung zwei 
/ Punkte als Mittelpunkte von 
Kreisenangebbar, welche durch 
den Punkt C gehen und den 
Kreis um ß berühren. Jede 
solche durch gehende Gerade 
schneidet also die Hyperbel in 
zwei Punkten. Da OE \\ BD 
^''^■'^''* und 0'E=^E'D, so ist auch 

OG^ OB. — Weser Punkt ist Mittelpunkt der Hyperbel, 
wie die folgende Figur zu erkennen giebt. OB ^= OC, GO die 

beliebige Gerade, 
CJ = JF, E der 
Mittelpunkt eines 
Kreises, der durch 
C, F geht und den 
Kreis um B in I) 
berührt. Machen 
wir nun OE^OG, 
so ist GB # CE, 
GH=GB + BH 
= CE + DB = 
FB = CG. Also 
berührt ein um G 
mit GC beschrie- 
bener Kreis auch 
den lii-eis um B 
und geht durch 
die Punkte C, F. 
G und E sind also 
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zwei Punkte der Hyperbel und haben von gleichen Abstand. 
ist folglich Mittelpunkt der Hyperbel. 

Man kann auch folgenden sehr einfachen Beweis führen. 
Sei E ein Punkt der Hyperbel, also EB — EC = d. Wir ver- 
binden ^mit 0, dem Mittelpunkte von ßC, und machen OE^ OG. 
Alsdann ist auch G ein Punkt der Hyperbel. Denn CEBG 
ist ein Parallelogramm, also CE=GB, BE = CG. Folglich 
ÖC— GB = d. 

G und E gehören verschiedenen Zweigen der Hyperbel an. 
Man sieht, dafs die zu Aufgabe 18 gemachte Bemerkung zu- 
treffend war. 

4». 

Man löse durch Bechiiuug die Aufgabe: Eiu Dreieck xu zelcli- 
neu aus a, b -\- e = s, h,,. 

Lösung. sei der Mittelpunkt von . 



• Höhe ; 



[ D. Wir setzen OD 



C; der Fufspunkt 
AD = y, dann ist 



(1) 



Andrerseits ist 

b^c = s (2) 

Wir suchen diese G-leichung in eine andere umzuformen, welche 
nur die Quadrate von b und c enthält. Zu diesem Zwecke qua- 
drieren wir zweimal die Gleiclmng J^s — c, dann ergiebt sich: 

(i2 _ ,.2 _ «3)2 = 4^3s^ (3) 

Diese Gleichung hat 
die gesuchte Eigen- 
schaft. Durch Aus- 
führung der Rechnung 
findet man die in Auf- 
gabe 21 erhaltene For- 
mel, welche hier aus- 
sagt, dafs der Inhalt 
des aus den Seiten S, 
c, s gebildeten Dreiecks verschwindet. Es wäre für unseren Zweck 
nicht vorteilhaft, diese Eechnung auszuführen. Aus (3) wird, wemi 
man 5^ — ■ e^ und c^ aus (1) bestimmt und in (3) einsetzt: 
(sä + '^axf = 4sä (^ + ax -^ x^ + y^), 
4(s3_a2)fl;2 + 4s3^2 = sa (g2_((aj . . (4) 
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Diese Gleichung sagt aus, dafs AB -j- AC ^= s, BG = a ist. 
Sie sagt also, dafs A sich auf einer Ellipse bofludet, deren 
Brennpunkte B, C den Abstand a haben und deren grofae 
Axe den Wert s hat. Diese Gleichung zweiten Grades ist 
also die Gleichung der Ellipse. 

Kun soll die Höhe des Dreiecks die Gröfse ha haben, odei- 
es soll sein 

^ = Ä„ (5) 

Diese Gleichung sagt aus, dafs A sich auf einer Geraden be- 
findet, welche BC im Abstände A„ parallel läuft. Denn, zeichnet 
man irgend einen Punkt, dessen x beliebig, dessen y =: ha ist, 
so trifft man immer auf einen Punkt dieser Parallelen. Diese 
Gleichung ersten Grades (5) ist also die Gleichung der Parallelen. 
Die Auflösung ergiebt; 



Die Zeichnung bestimmt der Reihe nach: 

1) die Strecke « aus s^ — . «a = «^; 

2) „ „ ß „ ß:s = h^:(x; 

3) „ „ X „ x^^ß^= J 

Die Gleichung der Ellipse bringt man gewöhnlich auf 
eine andere Form. Man setzt ^ ^= %, s^ — a^ ^= ib^, dann 
wii'd aus (4): 



oder mit 



i Index: 



(6) 



Diese Gleichung führt zu einer zweokmäfsigen Zeieluiungs- 
methode. Man beschreibe mit dem Radius a einen Kreis, ziehe 
einen Durchmesser, darauf möglichst 
viele senkrechte Sehnen zum Dureh- 
sser und teile sie alle nach dem 
Verhältnisse b:a. Die Teilpunkte liegen 
L auf der gesuchten Ellipse. 

Beweis. AB — y, OB = x: also 
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CB:y-^ 



: b, oder CB ^^ - 



^ + •# = »'. 
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Wäre man von der Gleichung h - — c ^= d ausgegangen, so 
würde man genau zu deraelben Gleichung (4) gelangt sein, nämlicli : 

Aber jetzt ist d ■<. a\ wir setzen also : 

und tinden als Gleichung der Hyperbel mit Weglassung 
".ies Index : 




In vorstehender Figur haben wir die Hyperbel durch ihre 
Tangenten dargestellt. (Vgl. Aufgabe 47.) Der von den Tangen- 
ten erfüllte Haum enthält die Punkte P, für welche PB — PC<.d 
oder PC — PB <: d ist. In den weifsen Eaum (das Innere der 
Kurve) dringt keine Tangente ein. 
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Eine Parabel ist tliireli Breiiiipuiilit iiud Leitlinie jKegclieii. 
Man zielie eine Tangente an dift Kurve. 

1. A sei der Brennpunkt, /j <!ie Leitlinie, C ein Punkt der 
Pai'abel, also AC=CB, 
CB±L. Im Punkte C 
soll eine Tangente an 
die Pai'abe] gezogen 
werden. 

Löstmy, Man hal- 
biere den Winkel ^CB, 
nnd die ■ Halbierungs- 
*'*-■ '^■"'- linie löst die Aufgabe. 

BKiviiis. D sei ein anderer Punkt der Halbierungslinie. Dann 
ist Dreieck CDA ^ ÜDB, also A JJ = I)B; es ist aber DB > DE, also 




DE < DA. 



(1) 



Zieht man nun durch D eine Pai*allele zu L und verschiebt D 
auf dieser Parallelen nach links hin, so wird DA kleiner; es 
wird also bald ein Punkt Q angetroffen werden, für den die 
Ungleichung (1) in dio Gleichung 

QE' = QA 
übergeht, wo E' der Fufspunkt einer von Q auf L gefällten 
Senkrechten, ist. Q ist also ein Punkt der Parabel, Hieraus 
folgt, dafs DO der Kurve nur im Punlite C begegnet, während 
alle Nachbarpunkte der Kui"ve links von DO liegen. Also ist 
J)C eine Tangente der Kurve. 

2. D sei ein behebiger Punkt. Man ziehe von D aus eine 
Tangente an eine durch den Brennpunkt A und die Leitlinie L 
gegebene Pai"abel. 

Lösunff. Man beschreibe mit DA um D einen Kreis, welcher 
die Leitlinie im Punkte B treffen möge. Alsdann halbiere man 
den Winkel ADB oder errichte zu AB die Mifctelsenkrechte. 
Dieselbe löst die Aufgabe. 

Betveis. Man errichte in i? zu i eine Senkrechte , welche 
die zu AB errichtete Mittelsenkrechte in C treffen möge. Dann 
ist Dreieck CDA ^ CDS, also CA = CB, folglich C ein Funkt 
der Pai'abel. Ferner halbiert DC den Winkel ACB und ist also 
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Tangeiito. Denn sie hat nur den Punkt ü mit def Kurve ge- 
meinaam, jeder andere Punkt F liegt so, dafs PA > PE', wenn 
PE' _L L. Alle Nachbarpunkte der Kurve liegen links von DC. 

mnschrünkunff. Der um D beschriebene Kreis raufs L treffen, 
also mufs mindestens I)Ä = DE sein. Ist DA < DE, so ist die 
Lösung unmöglich. — Die Punkte der Ebene zerfallen durch die 
Parabel in drei Klassen. Für die erste ist der Abstand vom Brenn- 
punkte gröfser als der Abstand von der Leitlinie. Diese Punkte 
liegen aufserhalb der Parabel, wnd von jedem Punkte aus kann 
man zwei Tangenten an die Kurve ziehen. Für die zw^eite ist der 
Abstand vom Brennpunkte gleich dem Abstände von der Leitlinie. 
Diese Punkte liegen auf der Parabel. In einem solchen Punkte 
kann man nur eine Tangente an die Kurve ziehen. Für die dritte 
ist der Abstand der Brennpunkte kleiner als der Abstand von der 
Leitlinie. Diese Punkte liegen innerhalb der Parabel, und von 
jedem solchen Punkte ist eine Tangente an die Kurve unmöglich. 

3. N sei eine beliebige Richtung. Man ziehe parallel zu N 
an eine durch den Brennpunkt A und die Leitlinie L gegebene 
Parabel eine Tangente. 

Lösung. Man föUe ein Lot von A auf N. Dasselbe schneide 
L in B. Die zu AB errichtete Mittelsenkrechte löst die Aufgabe. 

BewMs. Man errichte in ß zu L ein Lot, welches der Mittel- 
senkrechten in C begegnen möge. Dann ist CFA ~ CFB , also 
der Winkel bei C halbiert und wegen CA ^ f'B, CB _L L der 
Punkt C ein Punkt der Parabel. Im übrigen ist der Beweis jetzt 
dem bei 1 und 2 geführten gleichlautend. 

mnsehr/lnliiunff. Die Aufgabe ist immer lösbar. Ist T ±. L, 
so rückt der Punkt F unendlich fern und die betreffende Tangente 
gleichfalle. Eine unendlich ferne Gerade ist also Tangente 
der Parabel. Hierdurch sowie durch das Nichtauftreten paralleler 
Tangenten unterscheidet sich die Parabel wesentlich von Ellipse 
und Hyperbel. — Rückt B auf der Leitlinie fort, so bewegt sich 
F wegen AF ^ BF auf einer zu L parallelen Geraden. Wir 
kommen also auf eine Eigenschaft zurück, die wir schon Auf- 
gabe 30 erwähnt haben. Dieselbe ist der nachstehenden Zeichnung 
zu Grunde gelegt. (Fig. 66.) 

Ein parabolischer Spiegel schickt einen von A ausgehenden 
iStrahl nach seiner Zurückwerfung an jeder einzelnen Tangente 
DC in der Richtung der Achse fort. Alle Strahlen werden also 
nach der Zurückwerfung parallel. Umgekehrt vereinigen sich 
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alle Strahlen, welche der A.chse parallel emfallen, im Breniipunlcte. 
Daher hat er seinen Namen. 



51. 

Auf eine gegebene Gerade solle« zwei gegebene Streekeii a 
und h derartig aufgetragen werden, dafs vier haiiuonisclie Paukte 
entstellen. 

lAimmy, Voristehende Aufgabe kann auf zwei Arten gelöst 
werden. Man kann die Strecken a und h so abtragen, dafs sie 
keinen Punkt gemeinsam haben, oder so, dafs ein gewisses Stück 
beiden angehöit 

Im eisten Palle (Fig. 2) setzen wir AD = a, BC ^ h und 
])C = X. Dann mufs sein a : a:= {a -\- b -^ x) : h, oder 

x{a -\-h-\-x) = ab (1) 

Im zweiten Falle setzen wir AC ^= a, DB = b, und es mufs 
sein, wenn BC = x gesetzt wird : 

(a — x):x^(b + a-x):(b- x), ode. 
x^~(a-\-b) x = — Y 

Beide Aufgaben sind jetzt nach Aufgabe 31 weiter zu be- 
handeln. 
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Ein Dreieck zn zeichueii aus seinen drei Höhen /»„, /(.&, h^. 

Lösung. Man lege die drei gegebenen Strecken mit ihren 
Endpunkten in in übrigens beliebiger Lage zusammen. Man be- 
schreibe alsdann einen Kreis, der durch die drei andern Endpunkte 

der Strecken 
bestimmt ist. 
Hierdurch hat 
man also drei 
neue Strecken 
OD, OE und 
0/*'ge Wonnen, 
welche wir 
"^f^ durch a, h' , c' 
entsprechend 
bezeichnen 

^"^* ^'^ wollen. Aus 

den Strecken a', h', c als Seiten bilden wir ein Dreieck, ver- 
grörsem oder verkleinem dasselbe durch eine Parallele in dem 
Mafse, dafs Vb, die zu a' gehörige Höhe, in ä„ übergeht, dann 
löst d£ts so entstehende Dreieck die Aufgabe. 

Beweis. Es ist zu zeigen, dafs die von B auf AC gefällte 
Senkrechte die Gröfse hi hat und die von C auf AB gefällte die 
Gröfse h^. Nennen wir die von B' und C ausgehenden Höhen 
des Dreiecks AB'C bezüglich h'b und h\., so ist: 

a' ■ ha =^ i' ■ hb = c' • hc (nach d. Satze v. d. Pot. a. Kr.) 
a' . h'a ■= b'k'„ = ch',.. = 2 J' (wenn J' Inh. d. Dr. AB'C). 
Durch Division folgt also: 

Äi, : h',. = h„ : h'i, = li,. : k' ,.. 
Nun ist Dreieck ABC die ähnliche Abbildung des Dreiecks 
ABC; geht demnach h'„ in h^ über, so geht das gleiehliegende h'i, 
in hii und h'c iu h^ über. Also hat ABC die verlangten Höhen. 
MnschränJ^mg. Die Aufgabe wird unlösbar, wenn aus den 
drei Stücken a', V, c sich kein Dreieck bilden läfst. 

Eine algebi-aische Lösung erhält man durch die Heronische 
Formel. Es ist: 
4 »2^,3 = (ß + fi + c) (« H /. - c) (u — b -\ <0 (— « 1 h -h c). 
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(1) 



JJisetzt nidii nun /' dmxh "r". (^ durch ^, so bleibt eine 
Gleichung mit einei Unbekannten a. Nach gehöriger Wegschaffung 
dei Nenner erhalt niEin links ihahbh-c, rechts als einen Faktor a^, 
femer vier F^ktoien, deren erster hah,. -\- h„hi, + hi.h,- ist. Man 
kann jeden derselben in ein Quadrat verwandeln. Sind diese 
Quadrate »a. ß^, j/2, d^. so wird 

"■ — ^fr'^" 

Dieser Ausdi'uck ist im Zähler fünfter, im Nenner vierter 
Dimension. Eine Gröfse nulltei' Dimension ist eine Zahl, 
eine Gröfse erster Dimension eine Strecke, eine Gröfse zwei- 
ter Dimension eine Fläche, eine Gröfse dritter Dimension ist 
ein Körper. Für eine Gröfse vierter und höherer Dimension 
fehlt die geometrische Darstellung. Der Quotient einer Gröfse m'"' 
durch eine Gröfse m*^'' Dimension ist (m — «)'"' Dimension. Nur 
gleichartige Gröfsen — Gröfsen von einerlei Dimension — kann 
man addieren oder subtrahieren. Um Gleichung (1) zu zeichnen, 



wodurch (1) in a = -"^^l^''^"-- (2; 

übergeht. Zähler und Nenner haben beide eine um eüis ■ 
niedrigte Dimension, und so kann mau fortfahrend a finden. 



Ein reclitwiiikliges Dreieck zu zeichnen, weiiii eine Katliete ge- 
gelien ist und die Projektion der andern Kathete auf die Hypotenuse. 
L&sung. Über der Projektion^ 
als Durchmesser beschreiben wii' 
len Kreis, ziehen eine Tangente 
DB = c, hierauf den Durchme^er 
BEC, ziehen in E eine Tangente 
an diesen Kreis und beschreiben 
um B mit c einen Kreis. Er trifft 
die Tangente im Punkt A, und 
ABC löst die Aufgabe. 

Beveis. Es ist lediglieh zu zei- 

i^'»' 88- gen, dals 2^ S^C= 90« ist. Wir 

legen durch die drei Punkte A, E. C einen Kreis, Da ÄEC ein 

rechter Winliel ist, so liegt der Mittelpunkt des Kreises auf AC, 
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— 86 — 

und zwar in der Mitte. Jetzt brauchen wir nur zu zeigen, dafs BA 
Tangente des Kreises ist. Angenommen, BA sei nicht Tangente, 
dann müfste es den durch Ä, E, C gelegten Kreis in einem ferneren 
Punkte A' schneiden. 

Dann wäre BA ■ BA' = BE ■ BC (Kreis A, E, C); 

es ist aber BE ■ BC = BD\ 

also wäre BA ■ BA' = BD^ 

oder, weil BA = BD, 

auch BA'^^BD, ein Teil gleich dem Gan- 

zen, w. u. i. 

^nscltrünlcuny. Die Aufgabe ist unter allen Umständen lös- 
bar. — Der um B mit c beschriebene Kreis schneidet die beiden 
Kreise der Figur rechtwinklig. Vgl. Aufgabe 25. 



Ein Kveisviereck ans seine» vier Seiten a, b, e, il zu zeichnen. 

Man ziehe die Diagonale AO ^ e, dann ist nach dem 
Oosinussatz : 

e^ =r- «^ -\- 1/^ — 2 ah cosip ^^ c'^ -\- d^ -{- 2 cd cos (f, 




2 («ö + cd) 



(1) 



f Jetzt stelle man aa_|_ J2_p2_ ^a = ^a^ 
sowie ab + cd = p^ her, so hat man 



(,'OSfjP = 



Cos <p darf nicht die Einheit übersteigen. Man leitet aus (1) ab : 

Durch Multiplikation ergiebt sich 

4 (ab + crf)3 sm3 y = {« + /, + c -- ,/) (a -f- 6 — <; + d) 
(a~h + c-\-d)i-a+b ^ c-h d). 
Betzt man a'^b-^c-\~d^2a und bedenkt, dafs der Inhalt 7 
des Kreisvierecks gegeben wird durch die Formel: 

/"^ 1 ab slnifi + \ cd sintp, 
so folgt : i^ = (tf — a) («7 — b) {a — c) u— d). . . (2) 
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EiK Dreieck /u /ticliiieii ms a h a 

Man beschieibt ühei dei btiecke a al& Sehue einen Kreis, 
der den Winkel « fdfet und zieht zu: Giundhme im Abstände h„ 
eine Parallele welche den Bogen m dei gesui^hten Spitze des 
Dreiecks triftt Eines Beweiset bödarf es nicht d i, ui der Zeich- 
nung das Gefoiderte unmittelbai geleistet ist 

Fafst man die Auff,ibe lut ti ^unDinetn«theni ^^L^ an mit 
Hülfe der Gleichungen 

/=|a/(„ = |ötMHß, « =i 4-c ~2hi.cosa, 
,j p so ist die Lösung nicht eben die ein- 

fachste. Es erecheint daher nicht über- 
flüssig, auch eine geometrische Ablei- 
tung der trigonometrischen Lösung zu 




In nebenstehender Figur ist SC=a, 

' BD = 2k„, BJ=JD, 2iBDC=(p. 

Dann ist auch 2iBFC=((i und folglich 

2iACF ^ a — q). Nun ist femer 

4 FÄf{= ß, weil AR \\ BC, und HAC 

*'"■ '"■ =^ y aus demselben Grunde. Daher 

4. FAE = ß — y; denn 4. EAH = CAM -= y. Nun ist 

4 BFE ^ 90" als Winkel im Halblsreis. Deshalb 



AF 



AF 



n (K - <p) 



'(« — 1:) 



cos iß~y) = 
Also erhalten wii" die einfache Lösung: 

Hierdurch erledigt sieh zugleich die Aufgabe: Ein Dreieck zu 
zeichnen aus a, h„, ß — y. 

Geometrisch löst man diese Aufgabe durch Zeiclmuiig des 
Dreiecks^CE; BC=a, CE = 2K,, BC ± CK Alsdann zieht 
man im Abstände h„ zu BC eine Parallele, welche den über BE 
beschriebenen des Winkels 180" — (ß — y) fähigen Bogen im 
Punkte A trifft. 

Für den Beweis erkennt man, wie oben, dafs 4 FAE, welcher 
durch die durchgeführte Zeichnung die Gröfe d = ß — y erhalten 
hat, der Differen?. der Dreieckswinkel bei B und C gleiclit. 
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5G. 

Von eiuem Dreieck ist gegeben: die Orniulliuie -ßC, *!er 
zugehörige Hühenfiifspuiild D und die Bestiininung u^'lß. 

Zöstmg. Man beschreibe über ßC als Durchmesser eiiien 
Kreis mit dem Mittelpunkte S. D sei der Fufspunkt der zu- 
gehörigen Höhe. Die Mittelsenkrechte zu ED treffe den lü-eis 
in F. Dann trifft BF die durch 1) gegebene Senkrechte im ge- 
suchten Punkte A. 

Beweis. Die Figur FD CA ist ein 
Kreisviereck. Denn über FD als 
Seluie steht 

2i FAD = 900 ._ ß^ IjU) _|_ ßc)^ 
4 FCD = 90« — ß, (BF _L FC); 
_ folglich 4-FDB=FAC'^ 2ß. 

MnachrO/nkwng. Rückt D SO weit 
nach rechts, dafs sein Abstand rechts 
von C aus gerechnet gleich dem 
Radius FC ist, so ist die Aufgabe 
noch gerade lösbar. Liegt D links 
^"'^' " von E, so ist es sofort klar, dafs 

ii'J.iX? ein Kreisviereck ist, da es zwei gegenüberhegende rechte 
Winkel bei Fund i> zeigt. Liegt i) in ü, sowird /if=60o, «^120", 
und die Lösung ist Punkt B. Liegt D über B hinaus, so wird die 
Lösung uneigentlich: « = 180" — 2ß, für DB > EB unmöglich. 
Für DB = EB rückt A unendlich fern. 

Greifen wir die Aufgabe i'echnend an, so setzen wir : BD = x, 
AD = y, ^BAD = d, CAD = s; also rf + e = « = 2,!?. Jetzt 
bedienen wir uns des Additionstheorems der Tangensfunktion: 

Hieraus leiten wir durch 




(I) 



!JE = - 






^ ''iß 



Aus 






t0 


— X 






folgt andrerseits 




tg&ß) 


2 


"?/ 










mithin 


2x 


(y' 


+ x' — 


ax) = 




x' 


oder 


2x 


(xo 


+ </')- 


So» 


+ 


ay 



-'f) 
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Dies ist, durcli eine Gleichung dargostellt, der georaetnsche Ort 
der Spitzen A aller Dreiecke ABC, für welche iJC = a und a = 2ß 
ist. Für y = wird 2x^ = 2ax^, d. h. für a: = oder im 
Punkte B und für a: = 's- d. li. im Abstände g über C hinaus 
Kegt A. auf der Geraden ßC — übereinstimmend mit der geo- 
metrischen Lösung. 

Mao kann auch die Aufgabe stellen, Dreiecke mit ganz- 
zahligen Seiten anzugeben, so dafs a = 2ß wird*. Der 
Verfasser hat diese Aufgabe vollständig gelöst (Gymnasialprogramm 
Coesfeld 1886). Als Beispiele seien erwähnt die Dreiecke mit 
den Seiten 4, 5, 6; 7, 9, 12; 9, 16, 20. Die allgemeine Lösung 
lautet: b = q^, a ^ pq, e = p^ — 1^ (p und q bei. ganze Zahlen). 
ÜbrigeiB ist dort auch die Aufgabe gelöst , welche verlangt, 
rationale Dreiecke anzugeben, in denen zwei Winkel 
in einem beliebigen rationalen Verhältnisse zu ein- 
ander stehen. 

Ein Punkt O im lunerii eines Dreiecks ist durch das Ge- 
wicht P beschwert. Wieviel hat jede Ecke zn tragen? 

Angenoimnen, die drei Ecken (Fig. 9) mögen der Reihe nach 
die Gewichte P„, Fi,, F,. in A, B, C zu tragen haben. Dann ist 

F„ + P,-\- P. = P. (1) 

Die beiden in B und C ruhenden Gewichte können wir durch ein 
einziges Fi, -)- F^ ersetzen, welches in « angebracht ist. 

Daher mufs sein F„ ■ aB = F. ■ aC. (2) 

Aus analogem Grunde ergiebt sich 

(F,,^ F.)-Oa^ F,-OA (;i) 

Die drei Unbekannten P„, Fr,, F,.- sind hiemach durch di'ei 

Gleichungen bestimmt. Genau wie Gleichung (2) findet man auch 

«B _ P. ßy — ^j: l^ = ^^ 

'(tC~~Ph' ßÄ^Pr' 5--B~^""' 

Die Multiplikation dieser Gleichungen liefert einen trefflichen Be- 
weis des Cevaschen Satzes. Man findet aus denselben auch 

^.i^ + lt + ^-^- 

" Die Aufgabe, ein Dreieck so zu bestimmen, dal'a ™ -:- 23 wird und die 
Seiten desselben in arithmetisohei' Progression stellen, rührt von Boner ber. 
Gjmnasislprogr. Mltnster i. W. 1845. 
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58. 

(iegelteii ein Winkel a uiitl ein Punkt, J*. Man soJI durcli jp 
eine Gerade so ziehen, dafs ein Dreieck vom vor^eseliriebeneii 
Inlialte q^ abgeschnitten wird. 

Lösung. Am natürlichsten verfälui; man rechnend. Die von P 
(Fig. 72) auf die Schenkel gefällten Senkrechten seien PD = d, PE 
= e. Dann erscheint B^(7 als Differenz der Dreiecke P^C und /-yß. 

Folglich ist he — cd=2q^ (1) 

Andrerseits ist bcsma^2q'^ (2) 

Hieraus folgt füi' b die quadratische Gleichung: 

68-.?jii=?-S^ (3) 

Man zeichnet die Strecke ^- (Aufgabe 23), dann -4 — als 
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit d als dem Winkel a 
gegenüberliegender Kathete und ver- 
wandelt das Rechteck 2 - - ■ - — 

in ein Quadi'at (Aufgabe 33). Dann 
haben wir den aweiten Fall der Auf- 
i 31 vor uns. Die Aufgabe ist 
immer lösbar, und sogar die negative 
Auflösung hat einen Sinn. Diese zweite Auflösung wird von den 
Schenkeln des Scheitelwinkels abgeschnitten. 

Liegt P zwischen den Sehenkeln , so ist d in entgegen- 
1 Sinne abgetragen, und statt (3) entsteht 




h'^ — 



U^ , 



Jetzt wird die Aufgabe unlösbar, sobald 5^ -< -; — ist. Um diesen 
Ausdi-uck geometrisch zu deuten, verbinden wir (Fig. 73) A mit P, 
;eni AP um sich selbst 



bis F und ziehen durch F zu den 
Schenkeln des Winkels « Paral- 
lele. So entsteht das Parallelo- 
gramm AGFH. 

Die von H auf AG geMIte 
Senkrechte ist doppelt so grofs 
als die von P auf AG gefällte, also gleich 2e; ebensoist die 
von G auf AH gefällte Senkrechte gleich 2d, also AG = -. — 
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Folglich ist der Inhalt des Dreiecks HÄG = ^— '■ Mithin sind 
wir zu folgenden Ergebnissen gelangt: 

Es ist die Aufgabe gelöst: Zwischen den Schenkeln 
eines Winkels « ist ein Punkt F gegeben. Man soll 
durch P eine Oerade iff? so ziehen, dafs das zwischen 
den Schenkeln liegende Stück durch F halbiert wird. 

Das so abgeschnittene Dreieck HAG ist das kleinste 
von allen, die sich durch eine den Punkt P durchsetzende 
Grerade von den Schenkeln abschneiden lassen. 

Ist der gegebene Inhalt in unserer Aufgabe 58 kleiner als 
der Inhalt dieses Dreiecks, so ist die Aufgabe unlösbar. Sonst 
liefert sie zwei Lösungen. 

Ein einfacher Beweis für die Behauptung, dafs ABG ein 
Minimum ist, ergiebt sich, wie folgt : 

HLPmGJP. Also hat das beliebige Dreieck AKJ über 
AHG den Überschufs HLK; also ist AKJ > AHG, w. z. b. w. 

Vorstehende Aufgabe 58 hängt mit den Eigenschaften der 
Tangenten einer Hyperbel bezüglich ihrer Asymptoten genau zu- 



Eiu Halbkreis soll mit seinen EHdpuwkteH so anf die Schenkel 
eines gegebenen Winkels gelegt werden, dafs er durch «inen 
gegebenen Punkt geilt und sein Ourclunesser eine gegebene 
RieMnng erhält. 

Lästtm/. Man ziehe B' €' parallel der gegebenen Richtung, 
verbinde A mit dem gegebenen Punkte D, AD treffe den über 
B' C beschriebenen Halb- 
kreis in D' . Dann ziehe 
mani>a||Z)'C', DB\\D'B', 
und der über BC beschrie- 
bene Halbkreis löst die Auf- 

Beweis. Es ist ledighch 
zu zeigen, dafs BC\\H'C' 
ist. AD' D schlägt die 
Vis. 14. Brücke. Es ist 

emerseits AD' : AD -= D'B' : DB = Aß' : AB, 

andrerseits AD' : AD = D'C : DC = AO' : AC. 
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Also ist Ajr : AB = AC : AC, 

folglich ßC\\ ß'C. 

Die Aufgabe und ihre Lösinig bieten wipdei' eine Aiivveiidung 
der ähnlichen Abbildung. Sie kann als Vorbild für die zahlreichen 
Aufgaben dienen, welche das Einzeichnen einer Figur in eine 
andere unter gewiesen Bedingungen fordern. Indem wir an die 
Aufgaben 28, 30 und 40 erinnern, seien liier noch genannt: 

Ein Quadrat in ein Dreieck zu zeichnen, so dafs zwei Ecken 
auf einer Seite des Dreiecks liegen. 

Bin Quadrat in einen lü'eissektor , in ein Iü*eissegment zu 
beschreiben (unter näherer Bestimmung der Lage). 

Einen Kreis zu beschreiben, der zwei gegebene Gerade be- 
rührt und durch einen gegebenen Punkt geht. 

Auf 59 kann man die von J. Petersen gesteilt-e Aufgabe 
zurückführen: In ein gegebenes Dreieck ABO einen Halbki-eis 
zu besehreiben, der ÄG in gegebenem Punkte D berührt und 
dessen andere beiden Endpunkte auf den Seiten AB und BC 
liegen. (Methoden und Theorien Aufgabe li)l, wo die Lösung 
ebenfalls angedeutet ist.) 



Ein Dreieck zu zdciineu ans «, b f 



/!„.. 



Vorbereitmiff. Wenn man h-\-<i\a der Figm- durch Verläuge- 
i-ung von BA über A hinaus um AC herstellt und ebenso hr, + ft, 
durch Verlängerung von BD über D hinaus um CE, so wird die 
Verbindungslinie der so er- 
'^ haltenen Endpunkte zu dei' 
Dreiecksseite AÜ parallel. 

Lösunff. Man zeichne das 
bei F rechtwinklige Dreieck 
BFG, in -weichem BF =s± = 
hi. + h.,BG = s=l)-\-ciät. 
Die Halbierungslinie des Win- 
kels a bei *? trifft jetzt den 
um B mit a beschriebenen 
Ifreis in dem gesuchten Drei- 
eckspunkte C und die durch C zu GF gezogene Para.llele die 
Seite BG im Punkte A. 
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Beiveis. Es ist zu zeigen, dafs ^C'= AG und VE ^ DF 
ist. Das Dreieck AGC ist gleichschenklig; denn der Anfsenwinkel 
bei A ist « und der eine Innenwinkel bei ö ist ^i folglich bleibt 
für den andern bei auch ^ übrig. Mithin ist ^(7 = AG. Zieht 
man nun AH\\1}F, so ist Dreieck GHA'^ AEC, also AH^= 
DF = EC. 

Xünac/iränk^ng. Es mufs sein: 1} Si < s. 2) s ■ sm-^ < a. 
Die Lösung dieser Aufgabe beruht auf den Gleichungen: 



Denn hieraus zieht mau sofort b : c ^ h,- : ki,, h : li. 



Hierdurch ist die Aufgabe auf 15 zurückgeführt, was auch 
unsere geometrische Lösung deutlich verrät. Beachtet man, dafs 
statt der Höhensumme die Höhendifferenz ebensowohl in die 
voratehenden Verhältnisgleichungen eintreten kann , um a zu 
bestimmen, dafs femer a in Verbindung mit r dasselbe leistet 
wie ß in Verbindung mit a, so kann man eine Menge Aufgaben 
bilden, welche in derselben Weise gelöst werden wie die vor- 
stehende. 
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Zweiter Teil. 

Aufgaben aus der Stereometrie. 
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61. 

Eine dreiseitige Pyramide ist durch ihre sechs Kauten ge- 
sehen. Mail fülle von eiuer Ecke aus eiue Senkrechte auf die 
gegeuüherliegende Ebene. 

j) VorbereUimtf, Fällt man von 1> aus 

auf AC eine Senkrechte, errichtet dann im 
Punkte E, dem Fufspunkte der Senkrech- 
ten DE eine der Ebene ABC angehörige 
Senkrechte, so ist letztere ein geometrischer 
Ort für den Fufspunkt der von D auf die 
:^f7 Ebene ABC gefällten Senkrechten. Einen 
Fig. 7a. zweiten geometrischen Ort erhält man, 

wenn man von J) auf AB statt auf AC eine Senkrechte horab- 
läfst u. s. w. 

Löswng. Wir führen für die sechs Kanton folgende bleibende 
Bezeichnungen ein (Fig. 76): 

DA =f, DB = </, DC ^ h. 

Hierauf zeichnen wir das 
Dreieck AB C aus seinen 
drei Seiten und beschreiben 
über denselben als Grund- 
linien nach aufsen hin drei 
Dreiecke DBC, DCA, DBA, 
wie Fig. 77 zeigt. Die von 
den Spitzen D auf die Seiten 
des Dreiecks ABC gefällten 
Senkrechten treffen sich in 
einem Punkte F, dem Höhen- 
fufspunkte der Pyramide. 
Zeichnet man nun ein recht- 
winkliges Dreieck mit der Hypotenuse DE und der einen Kathete 
EF, so ist die andere Kathete DF die gesuchte Höhe der Pyra- 
mide. (DE und EF aus Fig. 77.) 
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Die Grundlage der Losung bildet der Satz: Fällt man von 
einem Punkte aufaerhalb einer Ebene auf eine in 
einer Ebene liegende Gerade ein Lot, errichtet dann 
im PuTspuukte des Lotes eine der Ebene angeliörige 
Senkrechte zu der in der Ebene Hegenden Geraden 
und fällt dann von dem aufserhalb derEbene liegen- 
den Punkte auf die letztere Senkrechte ein Lot, so 
iat dieses Lot senkrecht zur Ebene. 

Fafst man die Fig. 77 rein planimetrisch auf, so haben wir 
drei Kreise mit den Radien f, g, h vm die Punkte A, B, be- 
schrieben und die Linien DF sind die drei gemeinsamen Sekanten, 
welche sieh in einem Punkte, dem Potenzcentrum der drei Kreise 
schneiden. (Aufgabe 25.) 

Man kann sich den stereometrischen Hauptsatz durch folgende 
Voi'stellung sehr anschauhch machen. Man denke sich (Fig. 76) 
Dreieck DAC um AC als Axe herambewegt, bis Z> in die Ebene 
ABC gelangt. Dann bleibt D^E während dieser Bewegung immer 
senkrecht zui" Axe und gelangt endlieh in dieselbe Richtung mit EF. 
Hieraus folgt natürlich auch die obige Lösung. 

Um die Gröfse der Höhe DF (Fig. V6) zu bestimmen, be- 
achten wir, dafs DF^ = DE^ — EF^ ist. Dies ist nach Fig. 77 
nichts anderes aJs CD^ — CF^ = {CD + CF) {CD — Ct). Ver- 
bindet man jetzt mit F, so sieht mau, dafs vorstehender Aus- 
druck nichts anderes ist als die Potenz des Punktee F in Bezug auf 
den um C mit k beschiiebenen Kreis, und da F das Potenzcentrum 
ist, so ist also das Quadrat der Tetraederhöhe nichts anderes als 
die Potenz des Höhenfufspunktes in Bezug auf unsere drei Kreise. 

Dieser aus der Zeichnung in der Ebene abgelesene Satz kann 
mit Leichtigkeit aus der körperlichen Figur abgeleitet werden. 
Es besteht nämUch analog dem Satze von der Potenz am Kreise 
ein Satz über die Kugel : Zieht man durch einen Punkt Ge- 
rade, welche eine Kugel schneiden, so ist das Recht- 
eck, gebildet aus den Abständen des Punktes von den 
Kugelsehnittpunkten, immer dasselbe, die Potenz des 
Punktes in Bezug auf die Kugel. Beschreiben wir nun um 
die Punkte A, B, C mit den Radien f, g, h Kugeln, so sehneiden 
sich diese drei Kugeln in zwei Punkten, welche von der Ebene 
ABC gleichen Abstand nach entgegengesetzter Richtung haben. 
Folglich ist das Quadrat von DF die gemeinsan^e Potenz des 
Punktes F in Bezug auf die drei Kugein. 
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Hiermit haben wir die Aufgabe gelöst: Gegeben drei 
Kugeln durch ihre Mittelpunkte und ihre Radien. 
Man bestimme den Punkt, in welchem die gemein- 
same Sehne der drei Kugeln die Mittelpunktsebene 
trifft, und die Gröfse dieser Sehne. 

Eine Kugel wird von einer Ebene in einem Kreise 
geschnitten. Zwei Kugeln schneiden einander in 
einem Kreise. Eine Ebene berührt eine Kugel, wenn 
der Abstand der Ebene vom Mittelpunkte der Kugel 
gleich dem Radius ist, und umgekehrt. Zwei Kugeln 
berühren einander, wenn der Abstand ihrer Mittel- 
punkte gleich der Summe oder der Differenz der 
Radien ist, und umgekehrt. 



Wegebe« drei Kugeln durch ihre Mittelpunkte und ilire Radien. 
Man bestimme eine Ebene, welche alle drei Kugeln berührt. 

Vorbereitung, Wenn eme Ebene zwei Kugeln berührt, so 
stehen in beiden Berührungspunkten die Radien der beiden Kugeln 
zu derselben Ebene senkrecht. Folghch sind die beiden Radien 
einander parallel und hegen in einer Ebene, welche zur be- 
rührenden Ebene senkrecht steht. Diese Ebene sehneidet aus 
beiden Kugeln zwei Hauptkreise, und ihre Sclmittlinie mit 
der Eerübrun^ebene ist gemeinsame Tangente der beiden Haupt- 
kreiae. Also liegt der Ähnlichkeitspunkt der beiden Hauptkreise 
in der berührenden Ebene. Dieser Almlichkeitapunkt teilt die 
Centrale im Verhältnisse der Radien. Er ist also unveränderlich 
für alle Hauptkreise, die wir in obiger Weise erhalten können. 
Wenn wir also an zwei Kugeln alle möglichen gleichartig be- 
rührenden Ebenen legen, so schneiden sich diese Ebenen alle in 
einem Punkte, dem Ähnlichkeitspunkte der beiden Kugeln. Man 
erhält einen Innern und einen äufsem Abniiehkeitspunkt. 

Wenn nun eine Ebene drei Kugeln berührt, so geht sie durch 
drei Ähnlichkeitspunkte der di'ei Kugeln. Berührt sie z. B. alle 
drei Kugeln, ohne zwischen ihnen durchzugehen, so schneidet sie 
die Mittelpunktsebene in der äufsem Ähnlichkeitsaxe. Hiermit 
wäre die Schnittlinie der Ebene bestimmt. Die Ebene wäre 
völhg bekannt, wenn wir nun noch ihren Neigungswinkel 
zur Mittelpunktsebene bestimmen könnten. Zu diesem Zwecke 
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fällen wir von dem einen Kugelmittelpunkte Ä auf die Älinlich- 
keitsaxe, die Schnittlinie der beiden Ebenen, eine Senkrechte. Den 
Fufspunkt der Senkrechten verbinden wir mit dem Berührungs- 
punkte der Ebene an der Kugel A. Dann ist diese Verbindungslinie 
die Projektion der Senkrechten und steht folglich auch senkrecht 
zur Schnittlinie, Diese beiden Senkrechten bilden den Neigungs- 
winkel der Mittelpunktsebene mit der berührenden Ebene. 

Lösung. Man wähle die Mittelpunktsebene als Ebene der 
Zeichnung. Dieselbe schneidet die Kugeln in drei Hauptkroiaen. 
Wir bestimmen die vier Ähnlichkeiteaxen der Kreise. Dann gehen 
durch jede der vier Ähnlichkeitsaxen zwei die drei Kugeln be- 
rührende Ebenen. Um den Neigungswinkel einer solchen Be- 
rührungsebene zu bestimmen, zeichnen wir ein rechtwinkliges 
Dreieck, dessen Hypotenuse der Abstand des Mittelpunkts A von 
der betreffenden Ähnlichkeitsaxe, dessen eine Kathete der Radius 
der Kugel A ist. Der gesuchte Winkel ist derjenige, welcher 
dieser Kathete gegenüberliegt. Man sehe Dreieck ÄDGder Fig. 78. 




Aus unseren stereoraetrischen Betrachtungen folgt der plani- 
metrische Satz: Die Ähnlichkeitspunkte von drei Kreisen 
liegen je drei in gerader Linie. Da man hat: 
nC _ k rS_ __ g ßj^ _ f 
nB ~^ 'ff' r^ ~ f' ßG ^ "'* ' 
so beweist man dasselbe durch den Cevaschen Satz. In dei' 
Zeichnung des rechtwinkligen Dreiecks liegt eine Willkür. Wir 
hätten von B und C ebenso gut ausgehen können wie von A. 
Der Sinus des Neigungswinkels ist aber in jedem Falle ( 
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Denn es ist 
weil 



. lA 



f ;„. 



-rir= ^= ^-j- =^ — ist II. 



Vorstehende Aufgabe verlangt Erinnernng an folgende Sätze : 
Stehen zwei gerade Linien zu derselben Ebene 
senkrecht, so sind sie parallel. Umkehrung. 

Steht eine gerade Linie zu einer Ebene senkrecht, 
so steht auch jede das Lot enthaltende Ebene zu 
dieser Ebene senkrecht. 

Steht eine in einer Ebene liegende Gerade zur 
Projektion einer schiefen Linie auf die Ebene der 
Geraden senkrocht, so steht sie auch senkrecht zu 
der projizierten schiefen Linie. Umkehrung. 

Ferner ist die Erklänmg des Neigungswinkels zu be- 
achten. Er ist das Mafs des Plächenwinkels; denn, wird 
der Flächenwinkel wmal gröfser, so wird auch der Neigungs- 
winke! «mal gröfser. Er wird gezeichnet, indem man einen 
Punkt der Schnittlinie (Kante) der den Fiächenwinkel 
bildenden Halbebenen herausgreift und in diesem Punkte 
zur Kante zwei Senkrechte errichtet, welche in den bei- 
den Halbebenen liegen. Es ist gleichgültig, welchen Punkt 
der Kante man wählt; denn: Sind die Schenkel zweier (in 
verschiedenen Ebenen liegenden) Winkel paarweise 
parallel und gleichgerichtet, so sind dieWinkel ein- 
ander gleich, 

HS. 
Gegeben die drei Seiten einer körpcrlielien Ecke. Mau flade 
die Winkel durch Zeichnung und Rechnung. 

Vorbereitimg. Es sei BÄ X D^, CA J_ DA, 
4.BDC = a, SDA = y, CDA = {!. Dann ist 
2iCÄB ^ A der gesuchte Neigungswinkel. Da 
DA willkürlich angenommen werden kann, so 
setzen wir DA = 1. Dann sind die Dreiecke DAB 
und DAC durch Zeichnung und Rechnung bestimm- 
bar. Wir gewinnen so die vier Strecken AB, DB, 
AC, DC. Jetzt ist das Dreieck BDC aus zwei 
Seiten und dem eingeschlossenen Winkel, hier- 
durch endlich das Dreieck BAC aus den drei 
Seiten bestimmbai", und so erhalten wir 4. A. 
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±,östtny. Man stelle zwei rechtwinklige Dreiecke lier mit der 
gemeinsamen Kathete DA und den in D anliegenden Winkeln y 
und ß Die '^tieoken DB J)C, welche man dadurch erhält, 
trage man lul len Schenkeln des Winkel « ab. Um die gewonne- 
nen Endpunkte beschieibe man mit den durch die erste Figur ge- 
gebenen Stiecken 4.B und if Kreise. Ihi' Schnittpunkt ist A, 
imd 2iBAC lost die Aufgabe 




Zweite Lösung durch Mechnttnff. Dieselbe ist bereits an- 
gedeutet in der Fig. 80. Sie folgt genau der Zeichnung. Wen- 
den wir den Cosinuseatz an, so erhalten wir: 



1 



1 



■'•"' f -"- -I 
Nun ist — -ä" 

und ebenso — -^ 

Folglich erhält man 

CQ&C( — 
und daraus c 



'fßß+tg^v~^i 



cosß COSY 

)sß cosy -\- sinß siny cos A . 



■ (1) 

■ (^) 
ilcke. 



Satz (1) oder auch (2) heifst Cosinussatz de 
Ebnaclirünka/ng. Wenn a ^^ ß -\- y, so ist die Fig. 80 links 
zugleich die Lösung und 2iA= 180". Ist a = (? — /, so tragen 
wir AB von A aus {Fig. 80 links) auf ^C ab und haben dann 
auch die Lösung vor uns, aber 2iA=^ 0. Wir haben also die 
Einscliränkungen : «</?-)- y, a:>ß — y. 

Hierbei erinnern wir uns des Satzes: In jeder dreiseitigen 
Ecke ist die Summe zweier Seiten gröTser als die 
dritte, und die Differenz zweier Seiten kleiner als 
die dritte. 

Unsere Zeichnung verlangt, dafs die Winkel ß und y spitz 
seien. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so wird die Aufgabe 
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dariira nicht unlösbar. Denn , verlängert man die Kanten J D, 
BD, CD über D hinaus , so entstehen um den Punkt. D herum 
acht dreiseitige Ecken, welche man Nebenecken (zwei Kanten 
gemeinsam, statt der dritten die Verlängerang) , Gegenecken 
{eine Kante gemeinsam, statt der anderen die Verlängei-ungen) oder 
Scheitelecken (statt der Kanten die Verlängerungen) heifsen 
kann. — Hat die ursprüngliche Ecke die Seiten «, ß, y und die 
Winkel A, B, C; eo hat eine Nebeneeke die Seiten 180° — «, 
1800 — ß,y und die Winkel 180« ~ A, 180« — B, C. Ist also ß 
stumpf, y spitz, so kann man durch Zeichnung für die Nebenecke 
die Aufgabe lösen. Eine G e g e n e c k e hat die Seiten «, 180" — ß, 
1800 _ j, und die Winkel A, 180" — B, 180« — C. Wenn ß 
und y stumpf sind, so wird man sich bei der Zeichnung dieser 
Cfegenecke bedienen. Es ist nützlich, sich durch die Anwendung 
der Formeln auf Nebeneeke und Gegenecke zu überzeugen, dafs 
die rechnerische Lösung unverändert gilt. So ist 

für die Nebeneeke, und dies stimmt mit Formel (2). 

Wendet man nach Rausenberger (Elementargeometrie) den 
Satz von der Summe zweier Seiten auf die Nebenecke an, 
so wird 180" --/3 + ISO« — «>x, 

3(30" > « + .a + 3-. 
Die Seitensumme einer dreiseitigen körperlichen Ecke 
ist kleiner als vier Rechte. 

Durch ganz analoge Betrachtungen, wie zu Aufgabe 63, löst 
man die folgende: Durch Zeichnung und Rechnung eine 
körperliche Ecke von drei Seiten zu bestimmen, wenn 
zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel gegeben 
sind. Man bestimmt zunächst die dritte Seite. 

64. 

Eine dreiseitige köi'perliche Ecke soll durch Zeichnung und 
Rechnung bestimmt werden, wenu eine Seite und die beiden au- 
liegendeii Winkel gegeben sind. Gegeben: 'y, A, B. 

VorJtereUting. Wir bezeichnen, wie immer, 

4 CDA = ß, CDB = a, ADB = y. - 
Dann fällen wii' auf BDA eine Senkrechte CE, fällen EB J_ DB, 
EA _L DA. Dann sind CA und CB als projizierte Schiefe zu 
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DA mid DB senkrecht, iiacli der Vorsdu-ift zur Zeichnung der 
Neigungswinkel also 2iOAE = A, 2iCBE =^ ß. Nehmen wir 
nun CE = 1 willkürlich an, so wird 
Dreieck CEA, ferner CEE und da- 
durch das rechtwinklige Kreis- 
viereck BD J.S bestimmbar. Jetzt 
können wir die Dreiecke CAD, CBD 
zeichnen und erhalten so die gesuch- 
ten Seiten a, ß. 

Lösimff. Zunächst sind die bei- 
den rechtwinkligen Dreiecke CEB 
und CEA aus der gemeinsamen, be- 
liebig gewäMten Strecke CE — 1 
und den beiden Winkeln B und A 
^'^' ^'" gezeichnet. Dieser Figur entnehmen 

wir die vier Strecken BE, AE, CB, AC, ziehen zu den Schenkeln 
)enen Winkels y in den Abständen BE, AE ParaHelen, 





welche sich in E schneiden. Wir machen jetzt BE und A E diu-ch 
Verlängerung gleich den aus der andern Figur (82 links) ent- 
nommenen Strecken AC und BC und finden so 2f CDA = ß, 
CDB =- a. 

Mnachränkttiiff. Die Zeichnung setzt voraus, dafs die Winkel 
A und B spitz sind. Tiifft diese Voraussetzung nicht zu, so 
zeichnen wir im Änsehlufs an die Nebenecke beziehungsweise 
die Gegenecke. Im übrigen unterliegt die Lösbarkeit der Auf- 
gabe keiner Einschränkung. 

lAisung dtirch Sechnunff. Wir scliicken die B e h a n d 1 u n g 
des rechtwinkligen Kreisvierecks voraus. 
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Wir verlängeiii BA bis E. Dann ist: 

AE = -^-- , DE' = xfffy, 



m 




COSf 


= 6 + xtf^y. 


Folglich X = - 


; — l cogy _ 
smy ' \ 


ebenso y = - 




Femer ist: 





AC^=a^-{-y'i = 



a^ + V'—2abcosr 



(2) 



Wenden wir das Gefundene auf DBEA (Fig. 81) an. Hier 
ist BE =^ öotB, AE = cotA, 2iBEA ^ 1%^^ — y. Daher 
cotB -\- cosf EotA 



AD = 






Ferner ist AG = 



cotß -■ 



mithin 
_ ootBj-e 



■ sinA. 



(3) 



An dieser Figur kann man noch eine wichtige Beziehung 
leicht auffinden. Es ist: 

AC= DCsinß; CE = ACsinA, also CE = DGsmßsinA; 

BC=^DCsina; CE=BCsinB, also CE = DCsinasinB. 
Daraus folgt: sinßsinA = sinasinB, (4) 

"^==1 P) 



Dieser Satz beifst der Sinussata der Ecke. 



Eine dreiseitige körperliche Ecke soll dnrcli Zeichnung und 
Rechnung liestimint werden aus den drei Winkeln. 

Yorbereitunf/. Die Bezeichnungen zu Fig. 81 bleiben bestehen : 
4 CDS = a, ADC = ß, BDA -^ y. 
CE _L DBEA, EA X AD, EB X DB. 
Daher 4 CBE = B, GAE = A. 



yGoosle 



; CDA (Aufgabe 61), 
CDB (Aufgabe 61). 
. DC, HG X DC, 



Femcr ist EG X AC, also auch zur Ebei 

EF J_ BC, .. 
Endlich EH ± DC, ., ., HF 
4 FHG = C. 
Veriängera wir nun CE über E hinaus nach C (nicht ge- 
zeichnet), so ist in E eine Ecke entstanden mit den Kanten 
^ EF±CDB, EG ± CDA, EC'±BDA. 

Diese Ecke , deren Kanten auf den 
Ebenen der ursprünglichen Ecke nach 
aufsen hin senkrecht stehen, heifst 
die Polarecke der urspriingHchen. 
Ihre Seiten sind 4. GEF = I8(i'> ~ C, 
GEC = 1800 — A, FEC = 180<* — B. 
Ihre Winkel sind HGA= 180<^— ß, 
Wfi* = 1800 — R, BEA=l8Q'>—y; 
denn z. B. HG und GA stehen auf GE, 
der Durchschnittökante der Ebene FEG, 
und EGC in G senkrecht und Hegen 
Fig. si. bezüglicli in diesen Ebenen*. 

Daher haben wir die Zusammensteüung : 




. . 180« -J, [ä . . . 1800 — «, 

Seiten \ß . . . 180" — B, Winkel {b . . . 180" — ß, 
. . 1800 — a \c . . . 1800 — ;^. 

Vei-fahi-en wir jetzt zunächst rechnend. 

Lösimg. Sei CE = 1 ; dann ist FE — cosß , GE = cosA, 
GC = sinÄ, daher mit Hülfe des Vierecks FEGB. 

aus Dreieck CGH, da 4.GCH=m'^ — ß, folgt üosß=^ 

oder cosß = ;-" - / ^ — (1) 

Genau dieselbe Formel erhält man aus Aufgabe 63, Gleichung 1, 
wenn man den Cosinussatz der Ecke auf die Polarecke anwendet. 
Die Zeichnung verfährt genau analog. Wir gewinnen EF 
und EG aus den rechtwinkligen Dreiecken CFE und CGE; als- 
dann 4DCA aus HG (durch das Viereck HGEF) und GC. 



* Der Lei'nende unterlasse i 
körperlich herzuatellen. 



nicht , sicli Fig. 84 in Hola oiIbi- Papiei 
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Wir haben in der Zeiclinimg A und B als spitze Winkel 
vorausgesetzt. Trifft dies nicht zu, so bedienen wir uns der 
Nebenecke oder der Gegenecke. 

EtnschrünJctmg. Durch die obige Bemerkung bezüglich der 
Polai-ecke haben wir unsere Aufgabe auf 63 zurückgefühi-t. Die 
dort gegebenen Einschränkungen: 

0<a + /5 + 7<360ö, 
a ^ ß> ■/, u. s. w. 
verwandeln sich hier in : 

< 5400 _A_B_c< 3600, 
oder 180» < A + B -^ C < ÖiO", 

und 180" + C > ^ 4- £ u- s. w. 

Man bann den Cosinussatz der Ecke auch an Fig. 84 in der- 
selben Form wie früher entwickeln. Setzen wir DC= 1, so folgt: 

Dß ^ cosa, DA = cosß, AC = sinß, 
also im Kreisviereck DAEB 

AE--=^ -"■" 



, also 



Eine dreiseitige E(ike zu bestimmen aus zwei Seiten iiiiil 
einem gegenüberliegenden Winkel. Gegeben a, ß, A. 

Vofbereitunff. Selben wir in Fig. 84 wieder DO = 1, so 
wird DB = cosa, BG=^ sina, DA = cosß, AC= stnß. Diese vier 
Strecken sind also bekannt. Weiter wird auch CE = sinß sinA, 
AE = sinß cosA, und nun ist auch B bekannt, da sinB ^= 
__. jl^ *£_ ^'? . (ginussatz der Ecke). Mithin ist jetzt BE = 
BC ■ cosB = sina cosB bekannt. Nun verbinden wir E mit D 
und setzen 2^ EDA = d , EDB = e. Dann erhalten wir t(f d = 
tgß cosA, tgs = tga cosB, 6 -\- s ^ y, und die Aufgabe ist auf 
eine frühere zurückgeführt. Wir finden also die 

Lösttmj: sinB ^ — -. j t(f6^=tyßcosA,tge = tfjacosB, 

(! H" e ^ /■ Die Zeichnung folgt genau der Rechnung. 
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iSinschrünknmj. Da siiiB < 1, sü mufs sein 
sinß sinA -< sina. 
Der Punkt E kann anfserhalb des Winkels ABB fallen. Auf 
die hier zu untersuchenden Fälle gehen wir nicht näher ein. 

Ist die Aufgabe gestellt: Eine dreiseitige Ecke zu bestimmen, 
wenn eine Seite, ein anliegender und ein gegenüberliegender 
Winkel gegeben sind («, A, B). so verfahren \?ir genau wie 
vorhin. 

«T. 

In einer Wand befindet sich ein dreieckiges Fenster. Welelien 
Teil des Himmelsgewölbes kann man durch dasselbe erblicken? 

Vorbereitung. Die Gröfse des Fensters ist in jeder Hinsicht 
bekannt. Ferner ist bekannt der Ort des Auges. Nennen wir 
nun den Augenpunkt D, die drei Fensterecken A, B, C, so ent- 
steht eine Pyramide BABC, deren sechs Eanten gefunden werden 
können. Im Augenpunkte selbst entsteht eine dreiseitige Ecke, 
deren Seiten ziABC, BDA, CDB bestimmbar sind, also auch 
deren Winkel. Nun erblickt das Auge am Himmelsgewölbe ein 
sphärisches Dreieck mit den Seiten und Winkeln der in B ent- 
standenen dreiseitigen Ecke. Da es sich nun darum handelt, 
denjenigen Teil auszumitteln, den das sphärische Dreieck im Ver- 
hältniese zur ganzen (oder halben) Himmelskugel ausmacht, so 
beschreiben wir um B mit einem willkürlichen Badius, etwa der 
Einheit, eine Kugel. Auf dieser Kugel bestimmt unsere dreiseitige 
Ecke ein sphärisches Dreieck, und der Inhalt dieses Dreiecks ist 
derselbe TeU der ganzen Kugel, welcher erhalten wird, wenn wir 
den durch das Fenster erblickten Raum mit der ganzen Himmels- 
kugel vergleichen. 

Löstmff. Ist der Badius einer Kugel r, so beträgt ihre Ober- 
fläche ir^Ti. Ein sphärisches Zweieck mit dem Flächenwinkel yl 
hat also die Oberfläche ■ „„„ • A. Die Ebene DCB schneidet die 
Kugel in einem Kreise, den BC über B verlängert in C und BB 
entsprechend in S' trifft. Ist nun der Inhalt des Dreiecks ABC 
durch I bezeichnet, so ist derjenige des Dreiecks C'AB (aus der 
Nebenecke hervorgehend) -|g^ ■ C — /, der des Dreiecks B'AC 
(aus der andera Nebenecke) - o„„ ■ B — ■ I. Das die GJegeuecke 
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überspannende Dreieck B'äC ergänzt sich mit dem die Scheitel- 
ecke überspannenden B'C'A', dessen Inhalt / beträgt, zu -söJv- ■ A. 
Die genannten vier Dreiecke bilden aber die Oberfläche der Halb- 
kugel, und so ist: 

J^'^iA + B+C-m) (1) 

Mithin erhalten wir 



Bestimmt man den Inhalt eines sphärischen Vierecks, Fünfecks 
u. s. w., so findet man als Inhalt des M-Ecks 

J, + ^, -h ■ ■ ■ + A,„ - 180 {m~2) 
i„, .__ - ,___^__ ^„_ . t^S) 

Im Innern eines überall geschlossenen Körpers, der keine 
einspringenden Ecken enthalte, wählen wir einen Punkt und ver- 
binden ihn mit allen Ecken. Unser von lauter ebenen Flächen 
begrenzter Körper heilst ein Vielflächner (Polyeder). Er möge 
e Ecken, k Kanten und s Seitenflächen enthalten. Nun wählen 
wir irgendwo im Räume einen zweiten Punkt und beschreiben 
um ihn mit dem Kadius 1 eine Kugel. Wir ziehen die sämtlichen 
e Radien, wölehe den Verbindungshnien des im Innern des Körpers 
gewählten Punktes mit den Ecken parallel gehen. Dann überzieht 
sich die Oberfläche der Kugel mit einem Netzwerk mit e lü-euzimgs- 
punkten, k Fäden und s von den Fäden begrenzten Maschen. Der 
Inhalt jeder Masche ist als m-Eck 

/,„ = 3^ Ui 4- A, 4 h Ä„. - (m - 2) 180]. 

Bilden wir die Summe aller Maschen, so erhalten wir als Summe 
aller Winliel e • 360", nämlich an jedem Ereuzungspunkte 360". 
Die Summe der m beträgt 2h, denn jeder Faden wird als Grenze 
zweier Maschen doppelt gezählt. Endlich erhalten wir 2 ■ 180" 
so oft als Maschen da sind, also smal. 
Daher ist 

■~ {360e — 360 Ä: 4 360s) = 4^, 

e 4 *■ — k = 2. 

Dies ist der Eulersche Lehrsatz vom Polyeder. 
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Welchen Teil des Himmelsgewölbes bedeckt ilie Soisiicu- 
sclieibe (der Vollmond, irgeud ein Flauet)? 

Vorbereitunff. Unsere Aufgabe ist gelöst, wenn wir folgende 
erledigt haben : Welchen Teil dea Himmelsgewölbes erblickt man 
dm:ch eine kegelförmige Röhre? ■ — Die Höhe des Kegels sei h, 
der Grundkreisradius p, die Seite des Kegels sei s, so dafs 
§2 ^ ^2 _|_ jpS igt_ Dann beschreiben wir um den Augenpunkt, 
die Spitze des Kegela, mit s als Radius eine Kugel und bestimmen 
denjenigen Teil ihrer Oberfläche, welcher die Öifnung des Kegels 
überspannt. Das Verhältnie dieses Teils zur Obei-fläche der Halb- 
kugel ist zu bestiimnen. 

Lösimg. Der fragliche Teil ist eine Kugeikappe mit der 
Höhe s — h, während der Badius der Kugel s ist. Daher ist 
die Oberfläche der Kugelkappe, welche hier in Betraclit kommt, 

K = 2s7i: (s — h), 

^^«« " = -?^r-^ (1) 

Die Zahl n ist die gesuchte; man erblickt durch den Kegel 
den m*™ Teil des Himmelsgewölbes. Ist nun die scheinbare Gröfse 
des Himmelskörpers in unserer Aufgabe bekannt, so versteht man 
darunter den Sehwinkel, unter welchem der Durchmesser des 
Himmelskörpers erseheint. Nennen wir die scheinbare Gröfse a, 

so ist shi-n = — ; h =: s ■ cos-^ , 

also nach (1) 

»=— 1— = - '-- (2) 



Kt c klein -^o Liun unn si^-r duich att-r eisetzon 

4 4 

AmneilMiig Man denke ^ich. eine Kugel in (inen Cjlmdei geroUt 
dei mit der Kugel dieselbe Weite besitzt der also die Kuael beiührt Wenn 
man jetzt zwei ebene Schnitte senkreckt zur Ase des Ojlmder& durch Cjlmdei 
und Kii^el flüiit «o ist das zwischen den Sdirntten enthaltene Oberfldcheiistück 
dei' Kugel, die Kiigelzone, genau gleich dem zwischen den Schnitten entäialteneii 
Stück des Cylindennantels. S ii t z des A v o Ii i m e d e s II b e r Kugel 
umi Cjlinder. 
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Slaii liestiminp den IiiliaW eiiwi' dreiseitigen Pyramiile. 

VorbereUung. Man liann jedes ebene Flächenstiick durch 
Abtragung der Mafseinheit bestimmen. Nebmen wir als Mafs- 
einheit ein Quadrat mit hinreicliend kleiner Seite, so kann man 
den Fehler, welcber bei dieser Methode im allgemeinen begangen 
wird, unter jede vorgeschriebene noch so kleine Grenze herab- 
drücken. Steht über der Fläche ^ nun ein gerades Prisma mit 
der Höhe k, so können wir unsere Schlufsweise sofort iu die 
körperliche Geometrie ausdehnen. Als Mafs nehmen wir einen 
Würfel mit hinreichend kleiner Seite, bedecken die Grundfläche 
mit g solchen Würfeln und legen h solcher Schichten überein- 
ander. Dann wird also der Inhalt des geraden Prismas bestimmt 
zu gh Mafseinheiten, — Um nun den Inhalt der Pyramide zu be- 
stimmen, deren Grundfläche g, deren Höhe h ist, fuhren wir n 
parallele Schnitte zur Grundfläche in gleichem Abstände durch 
die Pyramide. Die Schnittflächen sind ähnliche Dreiecke und der 
Inhalt desjenigen von ihnen, welches von der Spitze den Ab- 
stand ^-- hat, welches also beim m"" Schnitt orhalten wird, ist 



Wollen wir nun den zwischen dem m'"" und (_m -\- 1)"" Schnitte 
enthaltenen Teil der Pyi-amide erhalten, so können wir ihn als 
gerades Prisma ansehen mit der Höhe — und 

1) dem m'"' Schnitt als Grundfläche oder 

2) dem (in + 1)'*" Schnitt als Grundfläche. 

Nach der ei*sten Annahme erhalten wir ein zu kleines, nach 
der zweiten ein zu gi'ofses Endergebnis. 

Nach 1) wird — ■ — f- 

der Inhalt des fraglichen Teils, also der Inhalt der Pyramide 

A, = Ifi [0^ -\- P -1^ 2S + . , . -I- (n — in 
Nach 2) wird 

A2^^(l' + ^' + 3'+-'- -^"')- 
Nun ist aber 

13 _|_ 2S 4- 33 -1- . . . + ,„,2 = !^Ji?i+i) il-'i+J.). (1) 
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Man beweist diese Formal am einfachsten durch vollständige 
Induktion. Angenommen, die Formel sei für hi ^ 1, 2, 3 u, a, w. 
richtig, d. h. für alle Zahlen <; m und für m selbst. Wir be- 
haupten dann, dafs sie auch noch für eine weitere Zahl, für 
m + 1 richtig bleibt. Dies wäre bewiesen, wenn wäre 

P + 22+ 3H h m'- + (m + l}^ = (>» + l) (^» + 2) (2m + 3) _ 

Dies ist aber richtig. Denn durch Subtraktion ergiebt sich; 
(m + 1)2 = ""-±1(2^1^ -,_ 7;„ + 6 _ 2,„3 _ ,n). 

Durch Probieren überzeugt man sieh, dafs Formel (1) richtig ist 
für m =^ 1, 2, 3. Nun gilt sie dem oben Bewiesenen zufolge auch 
für ein folgendes m, also für m ^^ 1, 2, 3, 4. Nunmelir gilt sie 
für ein weiteres m, also für m = 1, 2, 3, 4, Ö. — Hieraus folgt, 
dafs (1) allgemein richtig ist. Es wird also 

A, = f(l-i)(2-i)' 
A. = 'f(l+i)(2 + i> 

Nehmen wir nun n als sehr grofse Zahl, so rücken A^ und A^ 
immei' näher zusammen, und für « ^ oo folgt 

'^ = V 

Sind nun die sechs Kanten unserer Pyramide gegeben, so müssen wir 
suchen, in geschickter Weise Höhe und Grundfläche auszudrücken. 
Erste LöBimff. Nach Fig. 76 ist DF ~ DE ■ sin DE F, 
DE =- DA ■ HnDÄC. also 

DF ^ f siniß) sm(b). 
Die Gnmdfläche ist ^bc sin(hc), daher 

A = ^icf sin(bc) sin(fh) sin(b). ... (2) 
Man berechnet aJso durch ebene Trigonometrie die drei Seiten 
(bc), ifh), (cf) der Ecke A, dann durch den Cosinussatz 
der Ecke den Winkel (h). Die Formel ist einfach, aber wenig 
symmetrisch, Sie kann für jede Ecke di'ei verschiedene Formen, 
also im ganzen zwölf verschiedene Formen annehmen. 
Zweite Lösimff- Wir setzen der Kürze wegen: 
4(öc) = a, (fh) - ß, (Je) - y. (b) = a 

Dann ist: cosC^ slii.a~MHM — ~' 

3l)/\^3 = ft2^3^3 [g(^2ß sifi^ß — (cOSy cos« COSfS)^]. 
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Diesen Ausdruck können wir nun weiter behandeln, indem wir 
entweder ausrechnen oder in Faktoren zerlegen. Die erste Me- 
thode ergiebt: 

SQl^^ — b^c^P [1 — cos^a — cos^ß — cos^y -\- 2cosa cosß cosyj. 

(3)' 
Die zweite Methode ergiebt: 

36 A^ = h^c^P {cosy — cos(a + ß)] [cosia ~ ß) ^ cosyl, 
oder wenn a -\- ß -\- y ^ 2(r, 

36 A^ = ib^c^f^ ■ sina • sinio ~ a) ■ sin(a — ß) ■ sin(o — y), 
A =ibcf-\/äno.,in(^-o)-^n{a-ß)-8m(>^-r). (4) 
j>Htte Lömmg. Die in der zweiten Lösung gegebenen Formeln 
können vier verschiedene Formen für die vier Ecken der Pyramide 
erhalten. Setzen wir in (3) ein: 

ö^ + c2 — n= „ f^ -1- V — 7(3 ^2 ^_ (.! „ ,ß 

^"^'^ ^ 26^ ' '^"■''^ ^ 2bf ' '""^^ ^ Wo ' 

SO ergiebt sich: 

A=ÄL/[«YH-«^-r + &' + i'' + cH-A^) + &^i/H-52 

— y2 _]_ «2 + ;^ä ^ c3 + A3) + cSä2(— ^a _ A2 ^ ^2 _j_ ^a ^ J2 

Dieser Ausdruck ist keineswegs eine symmetrische Funktion der 
sechs Kanten. Vertai^chen wir a mit 6, so ändert sich ihr Wert. 
Dagegen sind die gegenüberliegenden Kanten a, f; b, g; c, h ia 
der Formel deutlich einander zugeordnet, und die ersten 18 Glieder 
lassen sich leicht dem Gedächtnisse einprägen. In den vier letzten 
Gliedern erscheinen je drei Seiten, welche die vier Seitendreiecke 
der Pyramide bilden. Setzt man 

a ^ 9, i ^ 10, c = 11, /■ = 6, f/ -- 7, Ä -^ 8 , 
so erhält man für möglichst praktische Rechnung 
7 -, 3 9 

cosa ^ TT, cosß = V, cosy = t- 

und dann nach (3) A = 48. 

Meines Wissens ist die Aufgabe, ganzzahlige Kanten eo ein- 
zurichten, dafs der Inhalt des Tetraeders ganzzahlig wird, noch 
nicht gelöst. Hier haben wir ein Beispiel vor uns , wo sowohl 
die Kanten als auch der Inhalt ganze Zahlen sind. — Verschwindet 
der Ausdruck (5), so liegt der Punkt D in der Ebene ABC 
(Fig. 76). — Der Ausdruck (4) zeigt, wann die Aufgabe un- 
lösbar ward. 
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70. 

Man bestimme föp eine durch ilu"« sechs Kanten gegehene 
dreiseitige Pyramide die Winkel der ftegenkanten. 

Vorbereitung. Zwei Gegenkanten sind windschiefe Ge- 
rade, Unter dem Winkel, den zwei windschiefe Linien mit- 
einander bilden, verstehen wir folgendes. Wir ziehen durch einen 
willkürlichen Punkt der einen Geraden eine Parallele zur andern, 
dann ist einer der beiden so entstehenden Nebenwinkel der ge- 
suchte. In der That ist es gleichgültig, welcher Punkt der Ge- 
raden gewählt wird ; es ist auch gleichgültig , ob man von der 
einen oder der andern der beiden Geraden ausgeht (vgl, Auf- 
gabe 62), und darum ist der so bestimmte Winkel lediglich von 
der Richtung der windschiefen Geraden abhängig. 

Um den Winkel der Kanten AB und DG zu bestimmen, ziehen 
wir CE\\ AB und machen CE = AB. Dann ist DCE der ver- 
langte Winkel. Derselbe wird ge- 
funden durch Zeichnung des Drei- 
ecks BCE, von welchem DC^=h, 
CE =^ c gegeben sind. DE ergiebt 
sich durch Zeichnung des Dreiecks 
ADE ans der Seite AD^f, AE 
gleich der doppelten Mittellinie des 
Dreiecks ABC, und DF gleich der 
"«■''" Mittellinie des Dreiecks DBC. 

Lösung. Man zeichne das Dreieck ABC aus seinen drei 
Seiten AB = c, BC = a, CA = b. Man ziehe die Mittellinie AF. 
Hierauf zeichne man Dreieck BDC aus seinen drei Seiten BC = a, 
DB = g, DG = h und ziehe die Mittellinie DF. Jetzt zeichne 
man Dreieck AFD aus den beiden Mittellinien AF und DF und 
der Seite AD = f. An diesem Dreiecke mache man FE = FA, 
ziehe DE und zeichne das Dreieck DCE, für welches DE soeben 
gefunden und DG = k, CE = c ist. 2iDCE löst die Aufgabe. 
— Die Zeichnung der ebenen Figuren ist hier unterlassen. 

Lösung durch Bechnung, Sei AF ■'= p, DF = j, DE = r, 
^DCE^ (Ac). Dann ist nach dem Sat^e über die Mittellinien 
(Aufgabe 6): 

4p2^a2^2i^+2c% iq^ + a^ = 2f^2,h% 
2p ^ 2r^ = ip^ -^ iq^ = 2(b^ + c^ ^ g^ -^ h^ — a^), 
r3 = 62 + !/2 -j- c3 + ÄS — «2 _ f2_ , , (1) 

Man beachte das Auftreten dieses Ausdrucks Aufgabe 69, 61. 5. 




y Google 



Jetzt wird cos{hc) = ^^'' -^j^ "- (2) 

Damit ist lüe Lösung gegeben. Der Ausdruck hat im Nenner 
das Kantenpaar h, c. Im Zähler ist anscheinend nicht völjige 
Symmetrie, Gleichberechtigung für die beiden anderen Kanten- 
paare a, f und b, g vorhanden. Allein ii(Äc) kann durch seinen 
Nebenwinkel 2i 180<> — {hc) ersetzt werden, und dann erhält man 
dasselbe Ergebnis wie bei der Ersetzung von a, f durch h, g. 

Soll 4(Ac) = 900 sein, so mufs «a + /a = 62 _|_ ^a werden; 
soll auch das Kantenpaar {h, g) zu einander senkrecht stehen, so 
folgt a^ -\-p = h^ -\- c\ Hieraus ergiebt sich dann h^ + g^ =^ 
h^ + c^, oder dafs auch (a, f) zu einander senkrecht sind. Bilden 
zwei Paare von Gegenkanten rechte Winkel, so steht 
auch das dritte Paar zu einander senkrecht. Für Te- 
traeder mit senkrechten Gegenkanten hat man: 

a^-^p^h^Jrg^^c^^h^ = m^ . . (3) 

71. 

Über eiuem gegebenen Dreieck als Grundfläche soll eiu Te- 
traeder mit senkrechten Gegenkanten und gegebenem Inhalt 
errichtet werden. 

V»rbereifung, Da für ein Tetraeder mit senkrechten Gegen- 
kanten (nach Aufgabe 70) «3 — fes — (,2 — . p [^^^ ^q treffen die 
von D und G (Fig. 85) gefällten Senki-echten AB in demselben 
Fufspunkte (Aufgabe 23). Die von 1) auf die Ebene ABC herab- 
gelassene Senki-echte trifft also eine Höhe des Dreiecks ABC (Auf- 
gabe 61), und da dasselbe von jeder der drei Höhen gilt, so ist der 
Höhenpunkt des Dreiecks ABC der Höhenfufspunkt des Tetraeders. 

Lösunff. Man zeichne das Dreieck ABC aus den drei Seiten, 
welche laut Aufgabe gegeben sind. Dann bestimme man in diesem 
Dreiecke den Höhenpunkt 0. Ist nun H die Höhe des Tetraeders, 
so kann man die in rechtwinkligen Dreiecke OAD, OBD, OCD 
zeichnen und findet so die übrigen drei Kanten des Tetraeders 
DB, J)C, DA. H ist aber auffindbar. Ist der Inhalt des Tetra- 
eders A =" m • n • p, so ist, wenn wir im Dreiecke ABC die zu 
a gehörige Höhe mit k« bezeichnen: 

t 1 IT TT 6«inj) 

A = mnp = i a h„ H ; H^ —^ — 
Nun zeichnen wir ^' ^ — 7 — ; dann H ^ —■ 
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Beweis, Es ist lediglich zu zeigen, dafs bei unseriii Tetraeder 
die Kanten «, f; b, g; c, h aufeinander senkrecht stehen. Da 
CE II AB (Fig. 85), so ist CE _L OC, also auch DC J_ CE, weil 
in diesem Falle OC die Projektion von I>C auf ABC ist. 

Amnerlffiing. Tetraeder mit rechtwinkligen Gegenkanten haben viele 
ausgezeichnete Eigenschaften, besonders bezüglich ihrer Höhen und ihres Inhalts. 



Jlan hestiiuiiie ileii Alistaud zweier Gegeukauteii des Te- 
traeders. 

Vwb&i-eiUiny. Greift man auf einer von zwei windschiefen 

Geraden einen Punkt A heraus und zieht durch denselben eine 

Parallele zur andern, so ist die Ebene ABC der Geraden DE 

parallel, Fällen wir von D auf ABO die Senkrechte DF und 

B ziehen FG \\ DE, so schneidet FG die 

_X^ erste Windschiefe in ff und HJ || FD 

^y- steht auf beiden Windschiefen senk- 

^~~~ g recht. Demi FHDJ ist ein Rechteck, 

und weil FD X ABC, so ist auch 

HJ _L ABC, also auch HJx AB. 

" ~ ~^ Diese Linie HJ als Strecke aufgefafst 

^'s. St. heifst Abstand der Windschiefen AB 



und DE. In der That ist HJ die kürzeste Verbindung zweier 
Punkte der Windschiefen. Verbindet man z. B. E mit A und 
fällt von E auf ABC eine Senkrechte, so entsteht ein recht- 
winkliges Dreieck mit AE als Hypotenuse und der Senkrechten, 
welche gleich HJ ist, als Kathete. 

Lösung. Wir ziehen, um den Abstand der beiden Gegen- 
kanten c und h zu finden, in Fig. 85 CE\\AB. Dann löst die 
von A auf DEC gefällte Höhe des Tetraeders ADEC die Aufgabe. 
Wir haben also DE und AE nach Aufgabe 70 zu bestimmen 
und dann mit dem durch seine Kanten bestimmten Tetraeder 
nach Aufgabe 61 zu verfahren. 

IMsung Om-ch Mechmmg. Das Tetraeder ADEC hat mit 
dem ursprünglich gegebenen ABGD gleichen Inhalt. Denn die 
Dreiecke ABC und AEC sind gleich, und die von D gefällte Höhe 
ist für beide Tetraeder dieselbe. Nennen wir nun den gesuchten 
Abstand der Gegenkanten x und I den Inhalt des Dreiecks DEC, 
so ist A = -j^/. 
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Es ist aber nach Aufgabe 21, wenn DE ^ r, 

16/2= -^r* — c* — Ä* + 2r^c^-\-2r^h^ + 2c^h-^i 

also nach Aufgabe 70, Gl. 1 : 

10/2 = 4^57;^ — («2 + p — b^ — gT-- 
Folglich erhalten wif 

144 A' 



Dies ist der Abstand der Gegenkanten k, c. Nach 70, 2 ist 
4c2Ä2 smä(Ac} = 4cäA3 _ (^a + ;^ä _ b^ — >f^)^ 

also « = ^,-7^-; = 7r^7;rrÄ-;:> (2) 



Diese Formel ist leicht geometrisch zu deuten, da der Nemier 
den Inhalt des Dreiecks ÜCE zum Hauptbestandteil hat. 

AnMierkung, Unsei'e Vorbereitung setat uns auch in den Stand, die 
Fuföpunlcte der auf c und h senkrechten Linie durct Zeichnung zu bestimmen. 
Als Satz merke man: Eine gerade Linie ist einer Ebene parallel, 
wenn sie irgend einer in derEbeneliegendenGera den parallel 
ist. Für das Tetraeder mit rechtwinkligen Gegenkanten ist nnsere Aufgabe 
besonders merkwürdig. Beim regelmäfsigen Tetraeder ist die zu 
zwei Gegenkanten senkrechte Linie diejenige, welche die 
Mitten der beiden Gegen kanten verbindet, wie sich aus deckenden 
Dreiecken sofort orgiebt. 

73. 

Mau bestiiiiine die einem gegebenen Tetraeder iimsehrie- 
beue Kugel. 

Vorbereitunff. Wenn in einem Teti-aeder (Fig. 76) die drei 
Kauten DA = DB = DC =f sind und man den Fufspunkt F 
des von D aus anf ABC gefällten Lotes mit den Ecken A, B, C 
verbindet, so entstehen drei kongruente Dreiecke, BFA ^ DFB 
^ DFC. Folglich ist FA = FB = FC und F der Mittelpunkt 
des dem Dreieck ABC umschriebenen Kreises. Nehmen wir nun 
an, sei der Mittelpunkt der dem willkürlichen Tetraeder AB CD 
umschriebenen Kugel, so treffen die von aus geföllten Senk- 
rechten, weil OA=OB= 0C= OD ist, die vier Dreiecke DBC, 
ACD, ABD, ABC in dem jedesmaligen Mittelpunkte des um- 
schriebenen Kreises. 
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Lösting (inrcli Zeichnung. Man zeichne das Dreieck ABC und 
bestimme den Mittelpunkt seines umschriebenen Kreises E. Dann 
j) ist EG X äB, AG = GB. Ebenso zeichne 

man das Dreieck DAB mit dem Mittel- 
punkte H des umschriebenen Kreises. 
Dann wird HGXAB, AG = GB. Nun 
zeichne man den an der Eante AB Hegen- 
den Flächenwinkel des Tetraeders (Auf- 
gabe 63} und steUe das rechtwinklige 
Kreisviereck HGEO aus den vorhin ge- 
fundenen Stücken HG, GE und dem Kei- 
guugswinkel HGE her, dann ist im recht- 
__ winkligen Dreieck 0GB die Hypotenuse 

Fig. 87. OB der gesuchte Kugelradius. 

Lösunff dnrch Kecjmtmg. Im rechtwinkligen Kreisviereck 
BGEF ist 

GE = ''~':!f , wenn ß = 4 ABC. 




Ebenso crgiebt sich 
Setzen wir also 2i.DBC = 



OG-^ ^ 



ge ° + 6 



wenn 4ABD = ':. 
, 4HGE^A, so wird 
■ . , ■ (Aufg, 64), 



folglieh r2 = OG'^ -V \- 

Durch Ausführung der Rechnung gelangt man, indem man sowohl 

vom Cosinussatze als vom Sinussatze dor Ecke Gebrauch macht, 

zu dem Ausdrucke 

4 j-ä sw^/? sin^ f sin^Ä —g^ sin^ß + a^ sin^y-\- c^ si» « — 2 ag sinß sin y msA 

'—2acsma3inyc03B — 2gcsmß sinacosC. . . (1) 
Da g der Seite ß, a der Seite y, c der Seite « gegenüber liegt, 
so ist diese Formel symmetrisch gebildet. Die linke Seite (Auf- 
gabe 69, Gleichung 2) hängt mit dem Inhalte zusammen. Da 
sinßi.inYC]s i = coia — cj ßiOty, so kann man in (1) sofort die 
C0SMU6 duich die Kinten ausdrucken. Die nicht unbeträchtliche 
Rechnung zeilegt man m sechs Teile, welche den sechs Summanden 
von (1) entsprechen Endlich werden diese sechs Teile auf einem 
Blatt unteiemandei aufgeschrieben, und zwar mit ihrem Vor- 
zeichen, damit nicht die Zeichem eränderung zur Fehlerquelle werde. 
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Man findet scliliefslich : 

24 i'A = l/(.r+ % + ciK—r+ii + e»)(«f- »» + «»)(»f + »»-«»)■ 

(2). 
Rechts steht. unter dem Wurzelzeichen eine Gtröfse achter Di- 
mension, links eine solche vierter Dimension. Vgl, Aufgabe 52. 
Einfachere Ableitungen der Formel (2) übergehen wir. 



Einem gegebenen Tetraeder soll eine Kugel eingeschrieben 
werden. 

VM^bereUung. Wenn der Punkt von den Ebenen ABC 
und DÄB gleichen Abstand hat, OH ^^ OE, und man macht 
OG _L AB, 80 ist GHl. AB, GE±ÄB und Dreieck OGE^ OGH, 
also halbiert OG den Neigungswinkel HGE und Ebene OAB den 
Plächenwinkel an der Kante AB. Soll also von den vier Seiten- 
ebenen des Tetraeders gleichen Abstand haben, so müssen wir 
denjenigen Punkt bestimmen, welcher den drei Halbierungsebenen 
der Flächenwinkel an den Kanten AB, BC, AC gemeinsam ist. 
Durch diesen Punkt laufen dann auch die Halbierungsebenen der 
Flächenwinkel an den Kanten DA, DB, DG, wie eine Umkehrung 
obiger Schlufsweise zeigt. Zum Verständnisse des Vorstehenden 
genügt Fig. 87, obschon sie für diese Annahmen nicht genau 
richtig ist. 

Lösunff, Man zeichne mit willkürlichem CE das bei E recht- 
winklige Dreieck CEF und ebenso CEG. Indem man auf OB und 
CA im Dreiecke BOA die so gewonnenen Strecken CF und CG 
abträgt, erhält man FG und kann so 
Dreieck EEG zeichnen. Halbiert man 
den Winkel FEG, so erhält man auf 
FG den Punkt H und somit in der 
Ebene DCH einen geometrischen Ort 
für 0. Wir haben hier eine Methode 
, kennen gelernt, den Durchschnitt der 
Halbierungsebene eines Flächenwinkels 
(an DC) mit einer gegebenen Ebene 
(ABC) aufzufinden. Wenn wir dieses 
Verfahren auf die Ebene DHC anwenden und aufsuchen, in welchen 
Geraden sie von den Halbierungsebenen der Flächenwinkel an DA 
und AC geschnitten wird, so erhalten wir 0. 
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Lösung durch Rechnung. Verbindet man mit den Ecken, 
so zerfiiUt die Pyi-amide inhaltlich in vier Tetraeder. Setzen wir 

so wird A -= h'C-^i + h + ^ä^- h) 

oder «' = 1?' (^) 

wenn 5" die Oberfläche des Tetraeders bezeichnet. 



Von einem Teti'aeder sind gegeben die drei in einer Ecke 
zusammenstorscnden Kanten/, ff, h und die drei von diesen Kante« 
gebildeten Winkel (fg) = y, (fit) = ß, {gh) = a. Man be- 
stimme den Inhalt des Gegendreiecks durch Rechnung. 

Da man hat: 

a'i ^ (/- -\- b 2 — 2gh cosa ; h^ ^ P + h'^ - - 2fh cosß ; 
,;3 ==f&j^ff2_ 2fc/cosy, 
so liegt der Fall der Aufgabe 21 vor, in welchem nicht die Seiten, 
sondern die Quadrate der Seiten direkt gegeben sind. Die Aus- 
führung der Rechnung zeigt sechs Teile, — a*, ^b* u. s. w. 
Jeder derselben zei-fällt wieder in di-ei Teile, je nachdem die Gheder 
nicht mit den cosinus multipliziert sind oder einen oder end- 
lich zwei cosinus als Faktoren aufweisen. Man findet endlich; 
Il=Il+Il-\-I\—2Iil2CosC~2Iil3CosB--2IsIscosÄ. (1) 
Ist das Tetraeder rechtwinkhg, d. h. ist a = ß ^ y ^= 90" und 
somit A-= B = C=ÖO°, so folgt 

Il=Il^Ii+I] (2) 

Ist das Teti-aeder regelmäfsig, also A = B^C, Ti ^ L ^ l>, ^ li, 

80 folgt cosA = |, 

Beide Einzelfälle kann maii leicht geometrisch behandehi. 

76. 

Man zeißlute ein rechtwinkliges Tetraeder, wenn die drei 
Kanten a, b, c gegeben sind. 

VM'bereitunff. Der geometrische Ort des Punktes D ist zu- 
nächst ein Halbkreis mit dem Durchmesser AC. Läfst man den 
Halbkreis um den Durchmesser ,4 C sich drehen, so entsteht eine 
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Kugel, deren Mittelpunkt und fladius gegeben sind. Dieselben 
Schlüsse, auf AB und BC angewandt, zeigen, dafs I> als Schnitt- 
punkt von drei gegebenen Kugeln aufzufassen ist. Zwei Kugeln 
schneiden sich in einem Kreise, dessen Ebene zur Centrale der 
Kugehi senkrecht steht. Legt man durch die Mittelpunkte beider 
ein eine Ebene, so trifft sie die Ebene des Schnittkreises 
in der Chordale der durch sie selbst be- 
stimmten Hauptkreise beider Kugeln. Man 
■ findet also (Aufgabe 61) den Fufspunkt der 
von D auf ABC gefällten Senkrechten, 
wenn man das Potenzcentrum der drei 
^ Kreise bestimmt, welche über den Seiten 
AB, AG, BC als Durchmesser beschrieben 
sind. Dieses Potenzcentrum ist nun nichts 
anderes als der Höhenpunkt des Dreiecks 
Fig, w. j^ßQ^ ^^ 2. B. der über AB stehende Halb- 

kreis BC im Fufspunkte der von A gefällten Höhe trifft. — Zu 
demselben Ergebnis gelangt man weit einfacher, wenn man von B 
auf BC die Senkrechte DE fäUt und nun erwägt, da.kAE±BC 
und geometrischer Ort für den Fufspunkt der von D auf die 
'Ebene A B G zu fallenden Senkrechten ist. (Vgl. Aufg. 71.) Unser 
Tetraeder gehört zu denjenigen mit senkrechten Gegenkanten, 

Lösung. Man suche im gegebenen Dreiecke j4BC den Höhen- 
punkt und beschreibe über jeder Höhe als Durehmesser einen 
Halbkreis, z. B. über der Höhe AE. Die im Höhenpunkte F zu 
AE errichtete Senkrechte trifft den Halbkreis im Punkte D, und 
es ist AI> = f. 

Beweis. Durch unsere Zeichnung ist AE _L BC, DA _L DE, 
und wenn wir annehmen, dafs DF ±. ABC, so ist nur zu zeigen, 
dafs die drei Kanten DA, DB, DC aufeinander senkrecht stehen, 
^i?" ist Projektion von DE, &[so DE ±BC, vfeilFE±BC. Somit 
ist AD±DBC(Auig»h& 61) und darum 4ADB und ADCrecHe 
Winkel, Ebenso zeigt man, dafs auch 2iBDC= 90", 
Lösung durch Mechmmg. Aus den GHeichungen: 
f2 ^ gi = c^. ^a J^ ^3 = «2. ^a 4^ p ^ ja^ 

folgt p -L g^ + h^ = "' + l^ ^ '' - 

also p = "~"^ ' ~^ '—--■ 

Hieraus ersieht sich die 
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EinseliränUung. Das gegebene Dreieck ABC darf nicht stumpf- 
winklig sein. (Vgl. Aufgabe 6.) Dies ergiebt sich auch sofoi-t aus 
unserer gezeichneten Lösung. Denn für ein stumpfwinkliges Drei- 
eck liegt der Höhenpunkt aufserhalb des Dreiecks. Folglich trifft 
der über der Höhe als Durchmesser beschriebene Kreis die im 
Höhenpunkte errichtete Senkrechte nicht. 

Amnerleunif' Soll die Aufgabe gelöst werden: Über einem gegebenen 
Dreieck als Grundfläche soll ein Tetraeder aufgestellt werden, so dafö tiie drei 
Seitenwinkel an der Spitze vorgeschriebene GriJfsen haben, so sind folgende 
Gleichungen zu lösen : 

Maji erketmt Heriu, wenn n ^ ^ = )• = ISO", die Aufgabe über den fünften 
merkwürdigen Punkt des Dreiecks und, wenn c ^z^ a ■ sinf, a ^ a ■ smv, 
b — a-ünß ist, die Aufgabe des Malfatti. 



Ein reclitwiukliges Tetraeder ist gegebeu. Man liestimme 
durch Zeichiinug nnd Reclmuug den Abstand eines Punktes P 
von der vierten Fläche, wenn seine Abstände sc, y, s von den 
drei zn einander senkrechten Ebenen gegeben sind. 

Oä, ob, OC seien die drei zu einander senkrechten Kanten, 
OA = a, OB = b, OC = c. Ebenso gemessen sei 
QS ^x, QB-= !/, QP=s. 

bestimmen die Lage des Punktes P 
Koordinaten genannt. 

Ijösmig. Man stelle 
das Rechteck OSQR her 
aus den Seiten OB = x, 
OS = ij. Man trage OA 
= « , OB ^ 6 ab und 
ziehe AB. Dann fälle man 
QD _L Aß. Jetzt zeichne 
man Dreieck ABC und 
trage den Punkt D auf 
AB ein. Die zu AB er- 
richtete Senkrechte DE ist ein geometrischer Ort für den Pufs- 
punkt E, Verfährt man ebenso bezüglich vom Rechteck xz 
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oder yz ausgehend, so findet man einen zweiten geometrischen 
Ort. — Die Gröfse der Senkrechten FE liefert das rechtwinklige 
Kreisviereck PEDQ. 

Beweis. Weil PQ _L 08QB und QB _L AB, so ist auch 
PD 1_ AB als projizierte Schiefe. Da \mxt. EI> ^_ AB , so ist 
ED geometrischer Ort für den Fufspunkt der von P auf ABC 
zu fallenden Senkrechten. Dasselbe gilt für jeden der beiden 
anderen geometrischen Örter, 

Lösung durch Beehnung. Setzt man PE = p, nennt I den 
Inhalt des Dreiecks ABC, dann ist der Inhalt der Pyramide PBGA 

Andrerseits ist derselbe gleich der Summe der Pyramiden POBC, 
POBA, POAB vermindert um OBAC. Die Pyramide POBA hat 
zur Grundfläche OBA, zur Höhe PQ, also den Inhalt {abz. 
So ergiebt sich 

2pJ = abz + bcx -\- uay — abc, 
und da 2/= l/n=6^-r b^c^ -\-c^^ {Aufgabe 75), 
so folgt p = ^^^^^^^J^^—— (1) 

Soll p ^= werden, so mufs P der Ebene ABC angehören. Dann 
sind aber x, y, z nicht mehr willkürlich, sondern es mufs sein: 

;+T-i T=i (2) 



Diese Gleichung sagt aus, dafs p ■= ^ , also Pein Punkt der 
Ebene ABC ist. Sie ist die Gleichung der Ebene. 

78. 
Von einer «,-seitigeii Pyramide ist Grundfläclie und Hühe 
gegeheii. Man bestimme einen Parallelschnitt, welcher den wj."" 
Teil der Grnndfläche bildet, ntid seinen A1)stand von der Spitze. 
Vorb&feitung. Nach einem bereits in Aufgabe 69 angewandten 
Lehrsatze sind die Parallelschnitte ähnliche Figuren 
und verhalten sich wie die Quadrate der Abstände 
von der Spitze. Nennen wir also die gegebene Grundfläche g, 
die gegebene Höhe h, den gesuchten Parallelschnitt s, seinen Ab- 
stand von der Spitze x, so ist: 

s : g = x^ : h'^ ^ 1 : m, 
x^ = h -■ 
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Da s und g ähnliche Figuren sind, so verli alten sicli 
ihre Inhalte wie die Quadrate s^weier gleic hl legenden 

Seiten, also 
die Seiten selbst 
wie X : k. 

Tj&simg. Man 

zeichne vor- 

^'«- ^^- schriftsmäfsig x 

mit Hülfe des Satzes vom rechtwinkligen Dreieck, teüe eine Seite 

der Grundfläche ABCDE, so dafs 

AF:ÄB = x:h 
wird, ziehe die Diagonalen von A aus und durch F eine Parallele 
zu BC u. s. w. Der Parallelschnitt ist AFGHJ. 

79. 

Welcher Cyiiiider hat bei gegebener Oberfläche den grJifsten 
körperliche!) lulialt? 

Lösung. Angenommen , die Höhe des fraglichen Cylinders 
sei X, sein Grrundkreisradius y. Dann haben wir für seine Ober- 
fläche S und für seinen Körperinhalt V die Gleichungen; 
S = 2i/x-!T -\- '2y^n, 
V -^ y^xn. 
Hieraus ergiebt sieh alsbald: 

2V=yS-2y^n (1) 

Wenn y sich ändert, so ändert sich x und V. Durch y ist 
also alles genau bestimmt. Da nun für unseni Wert y der Körper- 
inhalt nach unserer Annahme am gröfsten ist, so mufs der Körper- 
inhalt des neu entstehenden Cylinders abnehmen, wenn y sich 
ändert. Es mufs Verminderung des Körperinhaltes eintreten, mag y 
um die positive Gröfse a zunehmen oder um dieselbe Gröfse 
abnehmen. Es mufs also gleichzeitig sein: 

yS - 2y^7t >(y^ a)S - 2{y + afn, 
yS — ^y^7t-> iy — a)S — 2iy —■ afn. 
Diese beiden Ungleichungen bestehen, es mag a so klein 
genommen werden, als man nur will. Ja, es ist sogar im allge- 
meinen erforderlich anzunehmen, dafs a eine gewisse Gröfse nicht 
übersteige. Hier ist es nicht nötig, diesen Umstand besonders 
zu betonen. 



y Google 



Aus den obigen Ungleichungen folgt: 

0> g(S — Qy^n) — öi/a^'fi ~ ^a^Tc, 
0> — tt(S— 6i/%) — 6j/c2^ + 2c3iTt. 
Oder, wenn wir durch die positive Gröfse a dividieren; 
> S — 6i/% — 6t/an — 2«%, 

Jetzt behaupten wir, dafs der Auadinick S — Gt/^ir verschwindet. 
Wenn er nicht Null wäre, so könnten wir a so klein annehmen, 
dafs die beiden folgenden Glieder im Vergleiche zu seinem Werte 
gänzlich bedeutungslos würden. Dann wäre zugleich: 

0>5'— Öy^Ti und 0> — S+ Öy^n, d. h. 

Hiermit ist ein offenbarer Widerspruch dargethan. Also mufs sein 
S==Gt/^7i. ....... (2) 

Dann folgt aus dem ersten Ausdrucke für S 

«■ = 2y (3) 

Dieso Gleichung bestimmt die Form des Cylindera, löst also die 
Aufgabe. Es ist der Cylinder mit quadratischem Äxenschnitt 
oder der gleichseitige Cyhnder dei^jenige, welcher bei gegebener 
Oberfläche den gröfsten Inhalt hat. 

80. 

Welcher Kegel hat bei gegebeiiei' Oberfläche den gröfsteii 
körperlichen liilialt? 

Zöatmg. Bezeichnen wir wieder die Oberfläche durch S, den 
körperlichen Inhalt durch V, so ist: 

S = rsn + r%; V= ^r^hn, 

wo )■ den Grundkreisradius, h die Höhe, s die Seite des Kegeis 

bezeichnet. Setzen wir r ^ y, h = x, so ist s^ ^ x^ -\- y^ und 

973 = ,,4^23,2. §2 _ 2Sy^n + y^n^ = y^n^{x^ + y^), 

^ = r— j^ — ' 

9F2 = ^2S2_2S«/*fr (1) 

Lösen wir diese (juadratische Gleichung nach y'^ auf, so erhalten 



-y- 
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Sind also V und S gegeben, so kann man den betreffenden 
Kegel bestimmen. Man findet im allgemeinen zwei Auflösungen, 
Aber man erkennt, dafs immer sein mufs 

wenn die Gleichung (2) zu einem reellen «/, also zu einem reellen 
Kegei führen soll. Der gröfste Wert, den V annehmen kann, 
wird also gegeben durch 

V' = f^^ (3) 

Für diesen Wert liefert (2) 

daher aus der (1) vorhergehenden Gleichung 



Man hat also x'^ ^ Sy^, mithin s^ = 9y^. 

Der Kegel mit gröfstem Inhalt bei gegebener Oberfläche ist 
also derjenige, dessen Seite dreimal so grofs ist als der Grund- 
kreisradius. 

Auch nach der zur vorigen Aufgabe gegebenen Methode läfst 
sich diese Aufgabe lösen. Man findet die Ungleichungen: 

^2^2 _. 2Si,^u >(y — a)^S^ - 2S71 (y - u)K 
Hieraus zieht man wie dort den Schlufs: 

2yS^ — ^S7iy^ = <). 
Daher y = 0, mid das ist sinnlos; oder y^ = j-, wie oben. 

81. 

Welches ist der gpöl'ste einer Kugel eiiigeschricliene Kegel? 

Liistmg. Wir bezeichnen den gegebenen Kugelradius mit r, 

den Grundkreisradius des Kegels y mit y, seine Höhe h mit x. 

Dann soll V =^ \y'^xn 

möghchst grofs werden. Nach dem Satze vom rechtwinkligen 

Dreieck ist „ .„ . 

y^ = x{2r — x), 

also 'dV ^ xH2r — x)n. 

Angenommen, Y habe für h ^ x den gröfsten Wert. Wird x 

vergröfsert, so verkleinert sich der Grundkreisradius; aber der 



Inhalt V wird nach unserer Annahme kleiner. Wird x verkleinert. 
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so vergTÖfsert sich der Gruiidkreiaradius ; aber der Inlialt V wird 
wiederum kleiner. Dies sagen die beiden Ungleichungen aus: 

2rx^ ~x^>- 2r{x — a)^ — (x — ß)». 
Die Ausrechnung ergiebt: 

> a{irx^ -dx^} + ßä(2r — 3^) — «^ 
:> — a(irx — Sx^) -\- a^(2r — Sx) + «». 
Dividiert man durch die positive GrÖfse a und bemerkt, dafs das 
so entstehende Ergebnis richtig sein mufs, wenn a auch eine so 
kleine GrÖfse ist, dafs etwa ß(2r — ■ 3a:) — a^ < 10"'^% so ergiebt 
sieh der Widerspruch: 

irx — äx^ < 0, 
4=rx — Sx^> 0. 
Dieser Widerspruch fällt weg, wenn 4rx — 'Sx^ — ist; denn 
alsdann sagen unsere Ungleichungen: 

> a^(2r— 3a:) — «^ 

0>ß2(2^_Sx) + «ä. 

Es folgt aus irx — Bx^ = 0, dafs x = oder x ^^ -^ ist. Im 

erstem Falle erhalten wii' eine sinnlose Antwort, im zweiten 

erhalten wir den gesuchten Kegel. Unsere Ungleichungen sagen: 

0> — 2rß2— ßä, 

0> — 2rcä+ «3; 

und beide sind für alle der Kugel eingeschriebenen Kegel, wo 

also < K < 2 )■ ist, richtig. 

Man erhält also den Kegel gröfsten Inhalts, welcher einer ge- 
gebenen Kugel eingeschrieben werden kann, wenn man die Höhe 
i -w vom Kugelradius bestimmt. 



Antiierkunff, Wir haben die Lösung »: =^ Q sinnlos genannt. Wenn 
n fragt, welcher der kleinste einet Kugel eingeschriebene Kegel sei, so kann 



Um eine Kugel soll ein Kegel kleinsten Inhalts hesclirieben 
werden. 

Lösung. Wir setzen AI) = x, BD = ;/, FE = r. Dann 
ist, weil ÄFE ^ ABB ist, 

{x -r):r^AB:y 
oder {er — r)^y'^ = r^{y^ + ^^)- 
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Hieraus folgt x^y"^ — ^xij^r = 

oder i/^ ^= ;_n 

Nun soll ein Minimum sein 

3F= y^xn, = -^ 



(1) 



(2) 



Ordnen wir nach Potenzen von x, so haben wir eine quadratische 
öleicliung vor uns, nämlich: 



Die Auflösung derselben < 







Man kann nur dann für x einen reellen Wert, 
also für die Aufgabe, einen Kegel vorge- 
schriebenen Inhalts um eine gegebene Kugel 
n, nur dann eine Lösung flnden, 



Der kleinste Kegel , welcher zulässig ist, 
c wird also den Inhalt haben; 



wenn ist: 



Für diesen Wert wird 



-=:4r. 



Man findet also den kleinsten einer Kugel imiachriebenen 
Kegel, wenn man seine Höhe gleich dem doppelten Durchmesser 
nimmt. Der Inhalt dieses kleinsten Kegels ist genau doppelt so 
grofs als der Inhalt der Kugel. 

Wir hätten diese Aufgabe auch mit Hülfe der Ungleichheiten 
lösen können. Wir wollen nur die eine derselben aufschreiben: 



.- :^,. < : 



+ " 



Daraus folgt: 

< «(a^ä — 4m) + «ä(a; _ 2r). 

Es ergicbt sich wieder ^ = 4/- und die für jedes c. richtige 
Ungleichung : 

0< 2/-«2. 
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83. 

In eine gegebene Kugel soll das gröfste rechtwinklige Parallei- 
epipedon beschrieben werden. 

Löstmff. Länge, Breite, Höhe des Parallelepipedons bezeich- 
nen wir durch x, y, z ; den Inhalt desselben durch Y. Dann wird 

V=xyz (I) 

Wenn r der Radius der Kugel, so ist ferner 

^3 + j,2 + ^3 = 4H (2) 

Zunächst erteilen wir dem Parallelepipedon die bestimmte 
Höhe z^h und fragen : Wie müssen wir über x und y verfügen, 
damit ißyh ein Maximum werde, wenn a;^ + «/^ = 4j-3 — Ä^ sein 
soii? Da Ä fest angenommen ist, so wird xyh ein Maximum, 
wenn xy ein Maximum ist. Ist aber x^ -\- y^ gegeben, und wird 
verlangt, dafs xy ein Maximum sei, so haben wir die geometrische 
Aufgabe vor uns, ein Rechteck anzugeben, welches bei gegebener 
Diagonale den gröfsten Inhalt hat. Diese Aufgabe löst man am 
besten planimetrisch. Man kann aber auch algebraisch verfahren. 
Aus a;^ + ^^ =^ a^, xy ^ h 

leitet man ab {x — yY^a'^ — 2&. 

Daher mufs sein ö2>2&. Der gröfste Wert für h ist ^, und 
für diesen Wert folgt x =^ y\ also mufs das gesuchte Rechteck 
ein Quadrat sein. 

Wenn also h^ 2: gegeben ist, so mufs x ^ y sein, damit 
ein Maximum eintrete. Unter allen Parallelepipeden, welche einer 
Kugel eingeschrieben sind und die gleiche Höhe A haben, ist das- 
jenige mit quadratischer Grundfläche am gröfsten. 

Es fragt sich nun, welches ist das Maximum maximorum? 
Oder, wie haben wir z einzurichten, damit x^z ein Maximum 
sei, während ist 

T)a, X, y, s sich in unserer Aufgabe gleichberechtigt verhalten, 
so dürfen wir schon sieher sein, dafs x ^ y ^ z, also ein Würfel 
gefunden wird. Es ist in der That 

Ix^z-^ ir^z — z°". 
Es mufs also sein: 

4H(^ ^ «) - (^ + «)3 < 4,-2^ _ s^ 
ir^{z — a)~(z — a)s < ir^z — z^ 
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Man findet 4?-^ — Sg^ als Koeffizient von « und darum s^ ^ -^ 
2x^ = -g-, wie wir vermutet haben. 

Das grofste einer Kugel eingeschriebene Parallelepipedon ist 
also ein Würfel. 

84. 

Bill Dreieck rotiert um eine in seiner Ebene liegende Axc, 
welclie nicht durch die Dreiecksfläche geht. 

Man berechne den Inhalt des Ro- 
tationsliörpers. 

Lösung. Der fragliche Inhalt er- 
scheint als Summe der abgestumpften 
Kegel mit den Halbachnitten DABE 
und EBFC vermindert um denjenigen, 
dessen Halbschnitt DACF ist. 

Nach den Bezeichnungen der Figur 
^>s. »s- wird also 

A =-Jm7i(p2 + jj^ -|- q^) -f- ^K7i(y2 ^^j- _|_ ,.s) 
-!(»* + «)(?' + ?'■+'■') 
oder -^ = m{q^ — r^ -\- fq — pr) -j- n(q^ -— p^ -\- qr — pr). 

Nun ist 2^ — J"^ ^ ($ + »■) (9 — ^) uii<i ii — ^)p ebenfalls in der 
ersten lüammer zerlegbar. Ebenso verfährt man in der zweiten 
und findet 

-t =-'»(?-'■) (P + 9 + '•) + «(3 —P) (pA- q^ r). 
Nun zeigt sich, dafs der Inhalt des Dreiecks ABC gegeben ist als 

da es als Summe der ParaUeltrapeze DABE und EBCF ver- 
mindert um ADEC aufgefafst werden kann. Der Inhalt eines 
Paraileltrapezes ist aber gleich demjenigen eines 
Parallelogrammes, welches die Entfernung der paral- 
lelen Seiten zur Höhe und die halbe Summe derselben 
zur örundliniß hat. FolgUch ist 

'il^m{q^r) + n{q—p), 

also A^2;r- " + ^ + '' -J. d) 

Den geometrischen Sinn dieses Ausdrucks wollen wir jetzt auf- 
suchen. Wir lösen die Aufgabe: Die Endpunkte emer Strecke AB 
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haben von einer Äxe in der Ebene der Strecke die Abstände «, b ; 
man bestimnie den Abstand c eines Punktes C von dex^ Axe, welcher 
die Strecke im Verhältnisse m : n teilt, 

ÄD ^ a, CF=c, BE= h. Dann ist 
Bli: GC= BO:AC = n : m, 
oder {b — c) : (c — d) ^^ n : m, 

« = "l7T?' ■ ■ <^> 

Halbieren wir also in Fig. 93 die Seite ,4£, 
so hat die Mitte von der Axe den Ab- 
stand (m ^n-^ V) 

!> + <! 
2 
Ziehen wir jetzt die MitteDinie 
aus zur Mitte von AB und teilen sie im Verbältnisse 1 : 
der Seitenmitte aus gerechnet , so wird , da a = -'—^— 




von C 
2, von 
, b--=r, 



Folglich erhalten wir: Wenn ein Dreieck um eine in seiner 
Ebene liegende Äxe rotiert, welche nicht durch die Dreiecksfläche 
geht, so ist der Inhalt des Rotationskörpers gleich dem Inhalte 
des Dreiecks, multipliziert mit dem Wege, den der Schwerpunkt 
des Dreiecks bei der Umdrehung zurücklegt. Setzt man in diesem 
Satze an Stelle von „Dreieck" den Begi'iff „ebene Figur", so hat 
man den berühmten Pappos-Guldinschen Satz. Er lautet also: 

1\ = 2jzs-I, (3) 

wo / den Inhalt der rotierenden Figur, s den Abstand des Schwei-- 
punktes derselben von der Axe und A den Inhalt (das Volumen) 
des ErOtationskörpers bedeutet. 

Wir wollen den Satz allgemein beweisen. Angenommen, ei 
sei richtig für die beiden Figuren I^ und ^2 1 welche in emer 
geraden oder krummen Linie aneinander grenzen, ^t sei al'-o 

Ai = 2,7tsi ■ /i ; A2 = 27IS2 ■ I2. 
Wir behaupten, der Satz sei auch für die durch die Umdrehung 
der Gesamtfigur /j + 1% entstandenen Körper Ai + Aa richtig, 
oder es sei ^ , . ^ /t- 1 -, \ /r\ 

wo s den Abstand des Schwerpunktes der Gesamtfigur I^ -|- I^ 
von der Axe bedeutet. Diesen Schwerpunkt findet man, wenn 
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man die Schwerpunkte von /i und ia verbindet und diese Strecke 
nach dem Hebelgesetze, also im umgekehrten Verhältnisse von 
I-i : /j teilt. Folglich ist nach (2) 

_ .^. -T, + H h 
ii — 12 ' 
mithin (4j als richtig erwiesen. — Nun ist der Guldinsclie 
Satz für Jedes Dreieck richtig; also gilt er auch für jedes Viereck, 
weil es ans zwei Dreiecken zusammengesetzt werden kami; also 
auch für jedes Fünfeck, weil es aus einem Vierecke und einem 
Dreiecke zusammengesetzt werden kann 11. s. w. Also gilt der 
Satz (3) allgemein. 

Man hätte diesen Beweis in mancher Beziehung vereinfachen 
können , wenn man von einem Rechtecke ausgegangen wäre, 
welches um eine der Längsseite des Rechtecks parallele Axe 
rotiert. Da der Guldinsche Satz auch für die Kugel gilt, wenn 
man den Halbkreis rotieren läfst, eo ist 

also bestimmt man den Schwerpunkt des Halbkreises s ^= ^ — 
Rotiert der Kreis um die Axe, welche vom Mittelpunkte den 
Abstand a hat, so ist 

A ^r'^n ■ 2a7i = 2ar^n^. 

H5. 

Wie gi'ofs ist die Arbeit, welche erfordert wird, einen auf- 
recht stehenden Cyliucler umzuwerfen? 

VorbereUung. Wenn man eine Axe durch den Schwerpunkt 
eines Körpers steckt, so ist derselbe um diese Axe ohne jede 
Anstrengung drehbar. Der Körper befindet sich bezüglich dieser 
Axe im indifferenten Gleichgewicht. Jetzt können wir zur 
Lösung unserer Aufgabe uns folgende Vorstellung bilden. Wir 
heben den Cylinder mit der durch den Schwerpunkt gesteckten 
Axe in unveränderter Stellung so hoch von der stützenden Ebene 
ab, dafs eine völlige Umdrehung des Cylinders um die Axe ohne 
irgend welchen Anstofs an der stützenden Ebene gerade ausführbar 
wird. Um also die Umlegung des Cylinders zu bewerkstelligen, 
haben wir so viel Arbeit zu leisten, als dazu gehört, sein Gewicht 
um so viel zu heben, als vorhin sein Schwerpunkt aus der ur- 
sprünglichen in die neue Lage gehoben werden mufste. 
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Lösung. In der ursprünglichen Lage hatte der Abstand des 
Schwerpunktes von der Grundebene die Gröfse \h, in der neuen 
Lage die Gröfae [/ ,-ä 4- >"Ä^. Beträgt also das spezifische Gewicht 
des Cylinders s, seine Höhe h dm, sein Grundkreisradius r dm, 
so ist sein Gewicht 

P=r'^}i7is kg, 

also die zum Umwerfen erforderliche Arbeit in lülogrammraetern 

Dieselbe Aufgabe kann man für jeden geometrisch bestimmten 
Körper stellen, so für einen Kegel, einen Würfel, ein Prisma, ein 
Tetraeder. Beim Tetraeder u, s. w. ist es keineswegs gleichgültig, 
um welche Kante die Xlmlegung erfolgen soll. Wir lösen mit 
Bezug auf diese Dinge die A.ufgabe 



Man bestimiiie Hie Abstände des Scliwerpunktes eines Tetra- 
eders von den Ecken. 

Vorbereitting. Verbindet man eine Ecke D des Tetraeders 
mit dem Schwerpunkte G des Gegendreiecks ABC, so geht DG 
durch alle Schwerpunkte der Parallelschnitte. Folglich mufs der 
Schwerpunkt des Tetraeders auf der Linie DG liegen. Nennen 
jf wir BG eine Mittellinie des Tetraeders, 

so gilt derselbe Sehlufs für alle vier 
Mittellinien des Tetraeders. Dieselben 
müssen sich also in einem Punkte, dem 
Schwerpunkte des Tetraeders, schneiden. 
Löswng. Wir zeichnen (Fig. 95) das 
Dreieck AFD aus der gegebenen Kante 
AJ) ^ f und den beiden Mittellinien 
der Dreiecke ABC und DBC. Hierauf 
machen wir GF=\AF, HF = ^'BF, 
i- so dafs G und H die Schwerpunkte der 
^'s"^- Dreiecke BOA und BCD sind. Dann 

lösen BG und AH durch ihren Schnittpunkt die Aufgabe. Es 
ist GH\\BA, also auch GS=^^_D^, folglich auch HO = \OA, 
HO = i HA. Zwei Mittellinien eines Tetraeders schneiden sich 
derartig, dafs das der Ecke zugewandte Stück dreimal so grofs 
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ist als das dem Gegendreieck zugewandte. Hieraus kann man 
durch indirekten Beweis leicht ableiten, dafs die vier Mittellinien 
des Tetraeders sich in einem Punkte schneiden. Vgl. Aufgabe 7. 
Lösiing durch Bechnttng. Nach Aufgabe 10 ist 
dAH^= sp-{-dAF^ — 2DF% 
ferner iÄF^ = 2b^ -\- 2c^ ~ a^ 
iDF^ =3</S + 2A2_ß2, 
folglich dAH^ = 3P + 3&2 + 3ca — ßä — ^ä _ /ja_ (y 

Die geometrische Bedeutung ist sofort klar, da 0, 1/, h das 
Gegendreieek bilden und f, i, c zu den Ecken desselben gezogen 
sind. Bezeichnen wir die vier Mittellinien der Reihe nach durch 
'^A' ^B' 2"^, T^, so wird: 

^T\^Zp + ZV-^Zc^^a^ — g^ — h\ 
%Tl = Z(f + 3c2 +3«ä„&2_fe2_p^ 
9 2^,= 3Ä^ + 3a2-j-3ö3_c2 _ ^3 _ ^a^ 
9T^= 3P + 3<7ä + 3fi.2 — «3 — J2__c2, 

Hieraus folgt: 

9(7^ + r| + T^, + TD = 4(«2 _[_ 53 ^ ^3 -1- ^3 _|_ ^2 _]_ ]^2y 

Die Werte O^J. ^ -% T^ u. s. w. ergeben sich nun von selbst. 

Unsere Aufgabe führt zur Lösung vieler anderen, z. B. ; 

Gegeben die drei Grundkanten a, i, c und die drei zu den 
Seitendreiecken gehörenden Mittellinien T^ , T^, T^\ man zeichne 
die übrigen drei Kanten und bestinune somit das Tetraeder. -— 
Man zeichne Dreieck BOG, worauf FO sich ergiebt. Dann zeichne 
man FQA, welches OG, dann DO und endlich DA = f liefert. 

Hat ein Punkt K von den Ecken A, B, G, D die Ab- 
stände X, y, z, u, welchen Abstand hat er dann vom Schwer- 
punkte des Tetraeders ABCD? — Man bestimme zunächst 
KF aus dem Dreiecke KBC, dann KG aus dem Dreiecke EFA, 
dann KO aus dem Dreiecke KGD. 

87. 

Um ein Tetraeder ABCD ist eiiie Kugel beschrieben. Mau 
zeichne in der Ebene ABC den Schnitt der in I) an die Kugel 
gelegten Tangentialebene. 

Vorb&r^lning. Die Eljene BCD schneidet die Kugel in einem 
"Kreise, und zwar in demjenigen Kreise, den man um das Drei- 
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eck DBC beschreiben kann. Die Ebene BÜD schneidet die 
Tangentialebene in derjenigen Geraden, welche durch D geht und 
den durch B, G, B gelegten Kreis berührt. 

Lösung. Man zeichne das Dreieck ABC und setze ihm nach 
aufsen die Dreiecke DBC, DAC auf. TJm beide Dreiecke be- 
schreibe man Kreise, ziehe in I) an die Kreise die Tangenten; 
diese Tangenten treffen die Verlängenmgen von BC und AC in 
zwei Punkten, welche der gesuchten Schnittlinie angehören. 

Wenn man auch das Dreieck DAB aufsetzt, so erhält man 
einen dritten Punkt, der in derselben Geraden liegt. 

SS. 

Eine Halbkugel ist mit ilireni kreisfüi'iiiigeii Rande auf die 
Eckpunkte eines Dreiecks ABC gelej^. Welches Stück wird 
von einer iin Punkte J> der Dreiecksfläclie errichteten Senk- 
rechten dni'cli die Halbkugel abgeschnitten? 

Vorhereittm.g. Ist Mittelpunkt des dem Dreiecke um- 
schriebenen Kreises, so ist auch Mitteipunlct der Halbkugel. 

Zösunif. Man suche den Mittelpunkt des dem Dreiecke 
umschriebenen ICreises, ziehe OD und errichte in D eine Senk- 
rechte zu OD. Trifft dieselbe den umschriebenen Kreis in E, so 
ist ED die gesuchte Strecke. 

Anmerkung. Die im Punkte D zu ABO erriolitete Senkrechte treffe die 
Kugel im Pimkte E, Legt man nun im Punkte E an tlie Kugel eine Tangential- 
ebene, so aohneidet dieselbe die Ebene ABC in einer bestimmten Geraden d. 
Umgekehrt entspricht jeder nicht durch die Kreisfläche gehenden gegebenen 
Geraden ein beatimmter Punkt D. Man kann nämlich die Aufgabe lösen: 
Eine Halbkugel ist auf das Dreieck ABC gedeckt. In der 
Ebene ist die Gerade d gegeben. Man lege durch d eine Ebene, 
welche die Halbkugel in E berührt, und bestimme den Fufs- 
punkti) des yonS auiABC gefällten Lotes. Punkt JJ und Gerade d 
entsprechen sieh somit eindeutig. Heifet der Mittelpunkt der Kugel O, und 
legt man eine Ebene durch 0, D, E, so steht diese Ebene zur Schnittgeradea d 
senkrecht. Denn sie geht längs des Lotes DE und ist darum zu ABC senk- 
recht, sie geht längs des Lotes OE und steht darum zur Berührungsebene 
senkrecht. (Äufgabe62.) Stehen aber zwei Ebenen auf einer dritten 
senkrecht, ao ist auch die Durchscbnittskante der ersteren 
senkrecht zur dritten Trifft nun OD die Cerade cl senkrecht im 
Punkte F, so ist ach den "^atze on echtwnklgen Etre eck OD OF ^= 
OE' = r^. Nun st zw scJ en Z> und Z e ce mensche Bezieh mg o bände , 
und diese ermogl cht es auch z emen Pm kte Z> auf e halb des Kieiise? m 
der Ebene ABC eu z teo d ete e de ? z h den 1 eXehrt D st 
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der Pol der ihm zugeordneten Polare d Wenn ü in den Mittelpunkt 
rics Kreises rttckt, 30 wird E hBchater Punkt der Kugel. Die Berührungaebene 
wird ABC parallel und schneidet sie in einer Geraden, welche mit allen Punkten 
11 ünentUichen liegt, der 
nendlieh fernen Ge- 



Nebenstehende Figur ent- 
halt Ä, B, G. D, 0, F, d 
'^ ala in der Grundebene lie- 
gend, gleichsam den Grnnd- 
rifs zu unserer Aufgabe. 0, 
E, E, B gehören der zum 
Gtundrife senkrechten Ebene, 
dem Aufrifs, an. In beiden 
Hauptkreis der Kugel. Es ist aweck- 
Umlegmig des letztem) zu einer Figui' 




Ebenen erscheint derselbe Kreis , e 
mäfsig, Grundrif'a und Aufrifs (dur 
zu vereinigen. 



Man bestimme eiue Kugel, weldie diircli drei gegebene Punkte 
gellt und eine gegebene Ebene berülirt. 

Vorb&reitung. In einer Ebene, derjenigen der drei gegebenen 
Punkte A, B, C, befindet sich auch eine gegebene Uerade, näm- 
lich der Durchschnitt der gegebenen Ebene mit der Ebene ABC. 
Femer ist der Neigungswinkel a beider Ebenen bekannt. Aus 
diesen Stücken müssen wir nun durch Zeichnung den Radius der 
Berühmngskugel und die Lage ihres Mittelpunktes bestimmen. 
, Zu diesem Zwecke legen wir durch den 
Mittelpunkt und Berührungspunkt eine 
zu ABO senkrechte Ebene. Sie steht auf 
_ beiden Ebenen, also auch auf der Durch- 
schnittskante (Aufg. 88) senkrecht. Sie 
enthält femer den Mittelpunkt Q des um 
das Dreieck ABC beschriebenen Kreises, 
weil sie senkrecht zu ABC, also längs 
des Lotes OQ geht. Mithin ist ihr Schnitt 
mit der Ebene ABC bestimmbar. 
ISsrnig. Man besehreibe um das Dreieck ABC einen Kreis 
mit dem Mittelpunkte Q, ziehe QL _L DM, wenn DM der Durch- 
schnitt der gegebenen Berührungsebene mit der Ebene ABC ist. 
QD bestimmt die Schnittpunkte E, F mit dem umschriebenen 
Kreise. Jetzt lege man an EFD in I) den gegebenen Nei- 
gungswinkel a an und beschreibe emen Kreis, der durch die 
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Punkte E, F geht und den freien Schenite] in G berührt. OF ist 
der gesuchte Kugeh-adius, und der Mittelpunkt liegt senkrecht 
über Q im Abstände OQ. 

Beweis, Denkt man sich den Kreis um samt seiner Tan- 
gente DG um DQ gedreht, bis seine Ebene senlirecht zur Ebene 
des Papiers wird, so ist GT)M die gegebene Ebene, welche be- 
rührt werden soll. ist der Mittelpunkt der gesuchten Kugel; 
denn es ist OA ^ OB = OC = OG und OG J_ GDM, weil 
OG _L (?JJ J_ DM ist. 

mnsehränktmg. Im aUgenieiiien entstehen zwei Lösungen, 
aber DM darf den Kreis ABC nicht schneiden. 

Anmerkung. Man kann die Aufgabe 89 auf mancherlei Alten lösen. 
Da die Kugel durch die Punkte A, B, C gehen soll, so haben wir för ihren 
Mittelpunkt eine Gerade als geometriaclieii Ort. Es ist leicht, den Schnittpunkt 
dieser Geraden mit der gegebenen BerUhrungsebene zu bestimmen. So gewinnt 
man einen Ansgangspnnkt für eine Lösung nach der Ähnlich keitsmethode. 
Anch durch Rechnung löst man die Aufgahe, 



Zu eiuep Ebene sind zwei Senkrechte, AB, CD, gegeben. 
Man soll durch die Endpunkte JB, JO eine Ebene legen, welche 
mit der gegebenen einen Torgescliriebewe» Neigungswinkel a hat. 

Vorbereitung. Die GerEide BD trifft die Fufsebene in einem 
bestimmbaren Punkte der Geraden AC. Also kennen wir einen 
Punkt der Schnittlinie. Wenn wir von B aus auf die Schnittlinie 
eine Senkrechte fällen, so entsteht ein Dreieck BAE. welche 
bestimmbar ist. Die Schnittlinie mufs zu AE senkrecht stehen. 

I,&»ung. Es möge BD die Geradere im Punkte G treffen. Wir , 
zeichnen Dreieck BAF, welches bei A rechtwinklig ist und in welchem 
ß 2i BFA = <x ist. Jetzt besehreiben 

wir um A mit AF einen Kreis und 
ziehen die Tangente GE. Dann ist 
GE die gesuchte Schnittlinie. 
BeweAs. Eichtet man BADGG 
. der Ebene der Zeichnung in 
die senkrechte Lage auf, so wird 
^'^■«s. BAF^BAE, also ^BEA^a. 

AE X EG, also auch die projizierte Schiefe BE _L EG\ mithin 
ist 4. BEA Neigungswinkel der Ebene BEG und AEG. 
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AnmerMmg. Man hat fgo -^ -— ; sin/i ■ 

tql 

Ij( der stereometrischen ilgur ist 2i.BGE — 



" BG' BG 






hl G ist eine dreiseitige kBrpsrliohe Ecke entstanden mit den Seiten A r^ « 
/i = ß^ V = if und den Winkeln Ä, B, C, von denen A vorhin durch a l)e- 
zeiehaet wurde und (7 = 90" ist. Für diese körperliche Ecke mit einem rechten 
Fläohenwinkel haben wir a]ao (wozu Aufgabe 63 zu vergleichen) : 



»1. 

JemaiKl gellt von dem Punkte A der als Kugel betracliteten 
Erde in östlicher Riclitung aus. Wohin gelangt er auf geradem 
Wege, wenn er a km zurücklegt ? 

Vorbereitunff. Wenn jemand auf einer Kugelflächc in „ge- 
rader" Eichtung sich fortbewegt, so ist seine Bahn ein Hauptkreis. 
Hat er nun a km zurückgelegt, so ist der Winkel im Erdmittel- 
punkt bestimmbar, den die Radien AO und CO bilden, wenn 
C den Endpunkt des zurückgelegten Weges bezeichnet. Nennen 
wir nun den Nordpol der Erdkugel B, so kennen wir auch den 
Winkel BOA = 90" — (p, wenn <p die geographische Breite des 
Ortes A bedeutet. Jetzt ist im Erdmittelpunkt eine dreiseitige 
Ecke entstanden mit den Seiten 

BOA ^u = 90'>~f; AOC = ß, bestimmt durch «; 
aufserdem ist der Flächenwinkel G an der Eante AO ein rechter. 

Lösung. Es ist nach Aufgabe 90 : 

eosy ^ cosa ■ eosß = sinrf ■ cosß. 
Hierdurch bestimmt sich 2iB0G ^ y , also der Abstand des 
Punktes C vom Nordpol D'e geo raphische Breite des Punktes C 
ist also 90" — y. Fe ne i tj h ^^ -4^ = -^- Hierdurch be- 
stimmt man ^i B, u \ de la 2f 5 zur östlichen Länge vom 
Orte A addiert, findet man au 1 d e östliche Länge des Punktes C. 

Afmnei-lemng. A t ä E dl 1 erhält man ein rechtwinkliges sphäri- 
sches Dreieck ABC. 
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92. 

Auf der Erdkugel sind die Tieideu Punkte A, B durch ihre 
geograpliischeu Längen o^o, tui und durch ilire geograpliisclieu 
Breiten 9", ^p gegehen. Wie grofs ist der kürzeste Abstand ^if 
auf der Kugelfläche gemessen? 

LöstiMff. Der kürzeste Abstand, gemessen auf der Kugel- 
fläehe, ist ein Hauptkreis. Dies wird genau so aus dem Satze 
(Aufgabe 63) über die Summe zweier Seiten im Verhältnis zur 
dritten abgeleitet, wie in der Planimetrie bewiesen wird, dafs 
die gerade Linie der küraeste Weg zwischen zwei Punkten ist. 
Nennen wir den Mittelpunkt der Kugel 0, den Nordpol C, so ist 
im Mittelpunkte eine dreiseitige Ecke entstanden mit den Seiten : 
a = COA = 90'^—(f; ß = COB ^90° — xp; y, gesucht, = ^0£. 
Dreht man die Meridianebene COA, bis sie in die Lage COB 
gelangt, um die Axe CO, so hat sie dabei den Winkel tui — Uq, 
den riächenwinkel an der Kante CO, zu durchlaufen, den wir mit C 
bezeichnen. Also wird 

eosy = cosa cosß -{- sina smß cosC 
oder cosy = sintf sinip -\- cos(f cosrp cos{{ii] — ■ Wo)- 

93. 

Ein senkrecht stehender Stab wirft an einem bestimmten 
Tage an einem bestimmten Orte der Erdoberfläche einen Schatten 
von gegebener Länge. Mau bestimme die wahre Zeit. 

Die Sonne beschreibt am Himmei täglich einen Kreis, wie es 
scheinen könnte. Schon eine geringe Überlegung zeigt aber, dafs 
dies nicht der Fall ist. Denn am 2. Mai steht die Sonne im 
wahren Mittage etwas höher als am 1. Mai. Die scheinbare Bahn 
des Sonnenmittelpunktes am Himmel ist also eine Schraubenlinie. 
Ein Beobachter im Mittelpunkte der Erde würde Nordpol, Südpol, 
Äquator, Wendekreise u. s. w. der Erde auf die Himmelakugel 
übertragen und nun die Sonnenbahn erblicken, wie sie am 21. De- 
zember den Wendekreis des Steinbocks berührt, am 20. März den 
Äquator kreuzt und am 21. Juni den Wendekreis des Krebses 
erreicht. Der Abstand der Sonne vom Weltpol ist also an jedem 
Tage ein anderer und wird durch Tafeln, die Deklinationstafeln, 
Sie zeigen an, wieviel Grad, d, sich der Sonnen- 
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mittelpunkt vom Äquator an dem betreffenden Tage in nördlicher 
Richtung entfernt. Betrachten wir nun das Kugeldreieck, gebildet 
von den drei Punkten; Zenith, Weltpol, Sonnenmittelpunkt, und be- 
zeichnen wir sie durch Z, W, S. — Dann ist WS = 90" — d, wie wir 
soeben gesehen haben; ifTTwird bekannt durch die geographische 
Breite des Ortes und ist nach voriger Aufgabe gleich 90* ■ — ■ q>, 
da ZW dem Winkel im Erdmittelpunkt ZQW ^ AOW gleich- 
kommt, wenn der Erdmittelpunkt und A der Beobachtungsort ist. 
ZS endlich bestimmt man durch die Beobachtung der Schatten- 
länge. Wir setzen ZS = 90<* — h, wo h, die Sonnenhöhe, durch 
tgh^ — bestimmt wird {l Länge des Stabes, s Länge des Schatte)^). 
Die Zeit folgt nun aus der Berechnung des Winkels t ^= SWZ. 
Denn scheinbar dreht sich der Schenkel WS in 24 Stunden ein- 
mal herum, und wenn WS mit WZ der E-ichtung nach zusammen- 
fällt, dann hat der Ort A wahren Mittag. Wenn wir also ( be- 
rechnen und aus dem Gradmafs in Zeit umrechnen, so finden wir, 
wie weit der betreffende Äugenblick vom wahren Mittag abliegt. 

■-, . , .sink — sinS sin ip 
J'jS ist cost ^^= T 

Auch der Winkel WZS unseres Dreiecks ist von Wichtigkeit. Er 
giebt an, wie weit die Sonne, am Horizont gemessen, vom Nord- 
punltte abweicht; er bestimmt das Azimut der Sonne. — Für 
h^ erhält man den Aufgang der Sonne. Doch mufs dabei an 
die Strahlenbrechung erinnert worden. 

»4. 

Eiji schiefer Kegel mit kreisförmiger (iruiidfläclie ist gegchcu. 
lu einem bestimmten Punkte des Kreises ist die Tangente ge- 
zogen. Man bestimme den Winkel, den die Seite des Kegels 
mit der Tangente bildet. 

Erste Lösung. C sei die Spitze des Kegels, F der Fufspunkt 
der von C auf die Grundfläche gefällten Senkrechten, A ein gegebener 
Punkt des Grundkreisee mit der Tangente AB. Wir zeichnen die 
rechtwinkligen Dreiecke CFA und CFB, wodurch CA und OB be- 
kannt werden. Dann zeichnen wir Dreieck GAB und finden so 
den gesuchten Winkel. AB ist von willkürlicher Gröfse. 

Zweite L&sttng. Eällt man von F auf die Tangente eine 
Senkrechte, ao erhält man in dem Fufspunkte der Senkrechten 
einen besonders geeigneten Punkt B. 
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Man bestiiniiic den Scliwcrpiinkt eines Kreissegments. 

Zunächst ist klar, dafs der Schwerpunkt auf deqenigen Linie 
liegt, welche zur Sehnenmitte senkrecht steht. Zur weiteren Be- 
stimmung lasaen wir das Segment um den Durehmesser, welcher 
der Sehne parallel ist, rotieren und hestinimen den Inhalt des 
Umdrehungskörpers. Dann liefert Guldins Satz die gesuchte 
Bestimmung. 

Der Kreisradius sei r, die Sehne des Segmentes sei 2 a. Dann 
ist der Abstand der Sehne von der Umdrehungsaxe 

der Rotationskörper ist also gleich der Kugel verminiiert um den 
Inhalt des Cylinders mit der Höhe 2 a und dem Grundkreisradius q, 
vermindert femer um den Inhalt zweier gleichen Kugelabschnitte 
mit der Höhe r — a, also mit dem Gfesamtinhalte 

2nr(r — a)^ — j^ir — ff)^. 

Folglich ist der Inhalt des Rotationskörpers 

^ = i!_!^ ^2(r^ " «2) an — 2r(r^ — 2ar + a^)n 

+ l-{r^ — Sr^a + Bra^ — n^)n, 

A = i-«3™ (I) 

Nach Guldins Satz haben wir nun, wenn der Schwerpunkt vom 
Mittelpunkt des Kreises den Abstand s hat, die Gleichung; 

wo T den Inhalt des Segments bedeutet. Also wird 

» = ¥ (2) 

Gleichung (1) lafst sich auch in Worte fassen und heifst dann: 
Wenn man eine Kugel cylindrisch und central durchbohrt, so ist 
der übrigbleibende Ring einer koncentrischen Kugel an Inhalt 
gleich, welche die beiden ebenen Flächen des herausgebohrten 
Cylinders berährt. 

Eine ähnliche Aufgabe kann man bezüglich kegelförmiger 
Durchbohning lösen. 
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•>6. 

tiber einem PariiUelograuiiu als (Ji'uiidflilche stellt eine Pyra- 
mide, deren Hüheiifiirspuiikt der Sclmittpuiikt der Diagonalen 
ist. Wann kaim man nm, wann in die Pyramide eine Kugel 
beschreiben ? 

Als notwendige Bedingung (Aufgabe 16) erkennt man für 
eine umschriebene Kugel sofort, dafs das ParaUelogramm ein 
Kreisviereck, also ein Eechteck sein mufs. Aber diese Bedingung 
ist auch genügend. Denn jeder Punkt der Höhe hat in diesem 
Falle von den vier Eckpunkten der Grundfläche gleichen Abstand. 
Beschreibt man also denjenigen Kreis, der dem aus zwei Gregen- 
ecken des Rechtecks und der Spitze gebildeten Dreiecke umge- 
schrieben ist, so hat man Mittelpunkt und Radius einer der vier- 
seitigen Pyramide umschriebenen Kugel. 

Bezüglich der zweiten Aufgabe ziehen wir FG |] AB, daim 
ist FG II DC. Demi wenn zwei Linien einer dritten parallel 
sind, so sind sie auch unter sich parallel. Daher gehurt 
FG den Ebenen AEB und DEC an, ist also deren Durchschnitt, 
Fällen wir nun von £auf DC und auf ^B Senkrechte, so stehen 
beide zu FG senkrecht, bilden also den Neigungswinkel der 
Ebenen AEB und DEO. EO ist nun auch senkrecht FG, weil 
EO ± ABCD II FG. Daher erhalten wir in E drei Senkrechte zu FG. 
Dieselben liegen in einer Ebene; 
denn wenn drei Gerade 
in einem Punkte zu einer 
vierten Geraden senkrecht 
stehen, so liegen die drei 
Geraden in einer Ebene. 
EO halbiert aber den Winkel 
'^' der beiden anderen , wie die 

Kongruenz der betreffenden Dreiecke zeigt. Folglieh halbiert die 
Ebene FGO den Winkel der beiden Ebenen AEB und BEO, sie 
enthält daher den Mittelpunkt der Eerührungskugel, falls eine 
solche vorhanden ist. ■ — Legt man nun durch E eine Parallele 
zu BG, so kann man dieselben Schlüsse ziehen und findet mithin, 
dafs EO den Mittelpunkt der Berührungskugel enthält. Zwei 
Hauptkreise der Kugel berühren also die Seiten der gleichschenk- 
Kgen Dreiecke, weiche durch Ebenen aus der Pyramide heraus- 
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geschnitten werden, die längs EO gehen und senkrecht zu den 
Gegenseiten der Grundfläche sind. Da diese beiden gleich- 
schenkligen Dreiecke in der gemeinsamen Höhe EO und dem 
Radius des eingeschriebenen Kreises übereinstimmen, so sind 
sie kongruent. Folglich mnfs unser Parallelogramm ein solches 
sein, bei dem die Gegenseiten gleichen Abstand voneinander 
haben, also ein Rhombus. — Diese Bedingung ist notwen- 
dig, aber auch genügend. Denn in einen Ehombus läfst sich 
ein Kreis beschreiben, dessen Mittelpunkt der Schnittpunkt 
der Diagonalen ist. Verbindet man zwei diametral gegenüber- 
liegende Berührungspunkte mit E und dreht das so entstehende 
gleichschenklige Dreieck wm EO als Ase herum, so erzeugt 
der eingeschriebene Kreis dieses Dreiecks eine Kugel , welche 
der Pyramide eingeschrieben ist. 



OV. 




Iii einer Elieue ist eine Strecke AB und ein Punkt C ge- 
geben. Man bestimme anf der zhp Ebene in C errichteten Senk- 
g rechten einen Punkt I> derartig, dafs 

4; AJDIi eine vorgeschriebene OrSfse d 
erliiilt. 

Vorbereitung. Vom Dreiecke ÄDB ist 
Grundlinie und Winkel an der Spitze 
i._B bekannt. Zieht man CE J_ AB, so wird 
auch DEj_AB. Man kennt also auch 
den Höhenfufspunkt. 
Löstmff. Man ziehe CE X AB , beschreibe über AB einen 
des Winkels rf fähigen Bogen und verlängere CE, bis es diesen 
Bogen trifft , dann hat man das 
Dreieck ADB gewonnen. DC fin- 
den wir durch das rechtwinklige 
/"•^ Dreieck DCE, dessen Hypotenuse 
DE und dessen eine Kathete CE 
wir kennen. 

rnnscim-ilnkung. Es mufs sein: 
DE > CE. 
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In einer Ebene ist eine Gerade gegeben; fenier ist eine 
Schiefe znr Ebene gegeben, und es soll zur Schiefen eine Parallele 
im Abstände r gezogen werden, welche die in der Ehene ge- 
gebene Gerade schneidet. 

Vorbereitung. Die Ebenen DBO und ^£C (Fig. 102) mögen 
sich in BO schneiden; es sei BD _L BC, BA _L BC. Dann ist 
41 DBA = a der Neigungswinkel beider Ebenen. Zieht man nun 
FE II BD, so wird BG = ^■ 

Dnrch diese Zeichnung und Rechnung ist es ermöglicht, die 
Punkte der Ebenen EBO und GBC eindeutig aufeinander zu he- 
ziehen. Jedem Punkte E der Ebene EBC entspricht ein be- 
stimmter Punkt G der Ebene GBC und 
umgekehrt. Dreht man nun EBC um 
BC herum, bis sie in die Ebene GBC 
gelangt, so erscheint E auf der von G 
auf B C gefällten Senkrechten, aber nach 
Verkürzung dieser Senkrechten im Ver- 
hältnisse 1 : sin a. So erscheint die 
Ebene in sich selbst abgebildet. Je- 
^'''^' ^"^^ dem Punkte der Geraden B C entspricht 

dieser Punkt selbst. Jede andere Gerade wird bei der Abbildimg 
wieder eine Gerade und schneidet sich mit ihrem Bilde auf BC. 
Wenn wir nun eine Gerade in gleichem Abstände paraUe! zu 
BD herumbewegen, so ent- 
steht in der Ebene EB C ein 
Ki-eis mit dem Mittelpunkte 
B und dem Radius r. Die 
Schnittpunkte dieses Kreises 
mit dem Bilde der gegebenen 
Geraden bahnen den Weg zur 
Lösung. BA (Tig, loa) sei 
die Pi-ojektion der gegebenen 
Schiefen, B ihr Fufapunkt. 
Wir ziehen BC A,BA, dann 
ist , wenn FG : FE = sincc : 1 , DG das Bild der Geraden DE, 
welche in unserer Ebene gegeben ist. Es ist FE ± BF. Trifft 
nun der um B mit r beschriebene Kreis DG m J, und ist 
JK J_ BF, so ist H deigenige Punkt, den wir suchen. 
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Beiveis. Dreht man GJ}JF(Fig. 103) um BC, bis diese Ebene zu 
der gegebenen Schiefen senkrecht wird, eiIso um den Winkel 90" — a, 
so trifft die von E auf die gedrehte Ebene gefällte Senkretihte den 
Punkt G, da GF : EF = sin a ist. Ebenso trifft die vo]i H auf die 
gedrehte Ebene gefällte Senkrechte den Punkt J, weil JK: HK^ 
FG : FE ist. Also ist diese Senkrechte parallel zur gegebenen 
Schiefen und hat von derselben den Abstand r, weil BJ = r. 

Mnschränkmiff. Der um B mit r beschriebene Kreis mufs 
DG treffen. Im allgemeinen erhält man zwei Auflösungen. 

Ammerktmif. Das Bild des Kreises der Ebene BEC {Fig. 102) in der 
Ebene B&C ist eine Ellipse. Es kommt dies auf die Behauptung hinaus, dafs 
der Schnitt eines Cylinders durch eine Ebene im allgemeinen eine Ellipse ist. 
Man beweist diesen Satz aus der Brennpunktseigenacbaft dadurch, dafs man in 
den Oylinder zwei Kugeln mit gleichem Radius wie der des Cylinders hinein- 
rollt, und zwar so, dafs die Kugeln die schneidende Ebene berühren. Übrigens 
folgt der SatE auch leicht aus Aufgabe 49, Fig. 63 durch Betrachtung unserer 
ähnlichen Abbildung. Leicht kann man aus diesen Anschanungen folgern, dafs 
der riächeninhalt einer Ellipse mit den Ealbaxen a, b gleich ahn ist. Eine 
andere eindeutige Beziehung zwischen den Punkten zweier Ebenen findet man 
dadurch, dafs man durch einen aufserhalb der Ebenen liegenden Punkt Gerade 
zieht und die Schnittpunkte mit den beiden Ebenen als entsprechende Punkte 
aufiafst. Bewegt sich die schneidende Gerade so , dafs sie eine dritte Ebene 
beschreibt, so entstehen in den zwei aufeinander bezogenen Ebenen Gerade, 
welche sich punktweise enteprechen. So entspricht also jedem Punkte ein 
Punkt, jeder Geraden eine Gerade, jedem Punkte der Durchaohnittßkante dieser 
Punkt selbst. Aber dem Kreise entspricht nicht jedesmal ein Kreis , sondern 
im allgemeinen der Schnitt eines geraden Kegels mit einer Ebene, ein Kegel- 
schnitt. Nach Schellbach kann man sich von diesen Kurven durch Be- 
trachtung des Schattens einer auf einer Ebene ruhenden Kugel eine sehr deut- 
liche Vorstellung machen. Hat der leuchtende Punkt von der Ebene einen 
gröfeetn Abstand, als der Durchmesser der Kngel beträgt, so wu'tl der Schatten 
eine Ellipse. Ist seine Entfernung von der Ebene dem Durchmesser gleich, so 
erscheint eine Parabel. Befindet sich der leuchtende Punkt tiefer als der Durch- 
messer der Kugel, so flUt der Schatten in Form einer Hyperbel auf die Ebene. 
Die Beweise gelingen aus den Brennpnnktseigenschaften dadurch, dafs man in den 
geschnittenen Kegel diejenigen zwei Berübnmgskugeln hineinrollt, welciie die 
schneidende Ebene berühren. 



Eine Halbkugel soll durch eine der ebenen Begrenzuiigs- 
fläche parallele Ebene iit einem vorgeschriebeneu Verliältuisse 
geteilt werdeu- 

Löming. Wenn man den Schnitt im Abstände x zur Grund- 
fläche parallel hindurchführt, so ist der Inhalt der abgeschnittenen 
Eugekone (nicht derjenige der Kappe, Aufgabe 95): 
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r -:rX^7l ^ — ■ 



also x^ — Zr^x ^= — -r^. . 

Nun besteht aber die Gleichung: 

Setzt man also x = 2rco3a, so wird aus (1) 



(1) 



>s(ßa), 



(3) 
(4) 



COs(Sa)^—j^ 

Die Aufgabe läuft also darauf hinaus, denjenigen Winkel, 

dessen cosinus den Wert hat, in drei gleiche Teile zu teilen. 

Sie ist also im allgemeinen nicht mit Zirkel und Lineal lösbar. Schon 
Archimedes hat sich mit dieser Kugelteilung beschäftigt. Für 
w=2wirdcos(3cf)==- — i, also 3b = 1200, 240», 480»; «^40« 
80", 160". Nur c = 80" entspricht dem Wortlaute der Aufgabe. 
(Vgl. des Verf. Mathem. Miscellen, Coesfelder Jahresbericht 1881.) 

100. 

Der eine Schenkel eines gegebenen Winkels a ist einer ge- 
gebenen Ebene parallel. Der andere Schenkel ist drehbar. 3Ian 
bestimme die Oleicliung der Kurve, i)i welcher er die Ebene trifft. 
Lösung. AB sei der feste Schen- 
kel, OC seine Projektion in der Ebene, 
Ä der- Scheitel des Winkels BAD = a. 
Sei ferner BC ± OC, BC±OC, also 
Ebene BCB ±. CO imd darum auch 
BCB ± AB, BD ± AB; endlieh 
AO^h, OC=x, BC=y. 

Führen wir nun für h die Bezeichnung 6 ein und setzen t'jci =^ , 
so wird -^ — P ^^ ■'■■ 

Dies ist die Gleichung einer Hyperbel, welche wir Aufgabe 49 
ganz anders abgeleitet haben. Wird AD der Ebene parallel, so 
rückt D ins Unendliche; wir haben die Asymptote vor uns. Über 
den weitem Verlauf giebt unsere Aufgabe sehr deutlich Aufschlufs. 
Denken wir an den Kugelschatten, so liegt der leuchtende Punkt 
diesesmal in gleicher Höhe mit dem Mittelpunkte der Kugel. 
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Anhang. 



Die imaginären Oröfsen. Einige Reihen. 

Mail bezeichnet die eine Lösung der Gleichung a;^ -f 1 = 
durch x^i. Dann ist die andere Lösung x^= — i. Dax^ -{-l^d, 
80 ist x^ = — X, ic* = 1, und allgemein: 

i"' + "^i" für ß= 0, 1, 2, 3. 
Man hat also i^ = — 1, i^=~-i. 

Die Gröfse a -{- hi, wo a und b reelle Zahlen bedeuten, nennt 
man eine komplexe Gröfse. 

Lehraats, Sind zwei komplexe Gröfsen einander gleich, so 
ist der reelle Teil gleich dem reellen und der imaginäre Teil gleich 
dem imaginären. 

Beweis. Aus der Annahme a -{- hi ^ c -^ di folgt 
a-c = id-b)i, 
(a _ c)2 = — (^ — 6)2; {a — e)2 + (rf — hy = 0. 

a — c und d — b sind nun, wenn sie von Null verschieden 
sein sollen, entweder positiv oder negativ, Üir Quadrat aber ist 
unter allen Umständen positiv. Also kann niemals die letzte 
Gleichung richtig sein. Es müssen also a — c und d — b beide 
verschwinden, w. z. b. w. 

Man nennt a — bi die zu a -{- ii konjugierte Gröfse. 
Jeder Bruch kann durch Umformung die Form ai + 6« annehmen. 
Denn es ist ^-4 = im + ni)[r~si) _ mr + ,is 'n'-.-"» ■_ 
r-i-st r"4-3' r'-t-s' r" + s' 

Qjä _j_ j2 -^yjp^ ^je Korm der GrÖfse a -\- bi genannt, ihre 
Quadratwurzel, positiv genommen, heifst absoluter Betrag 
der komplexen Gröfse. 

10* 
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Aufgabe. Man löse die Gleichung a;^ = « + ii. 

Diese Aufgabe hat den Sinn, auf dem Gebiete der komplexen 
Zahlen eine solche y -\- zi aufzufinden, dafs sie quadriert den 
Wert a -\- bi ergiebt. Man findet y^ — z^ ^^ a, 2yz ^^ b; also 

(!,' + ^'f = a> + b'. 
Daraus folgt: 

2>/^ = a + l/^=T&"^ 2^^ = — a^ l/ä^ + s^. 
Wir müssen der Wurzel das positive Vorzeichen erteilen, 
denn (/^ -|- ä^ =; i/ö^'+T^ ist eine positive Gröfse. Für y und s 
erhält man nun je zwei Werte, also dem Anscheine nach vier 
Paare. Aber zwei dieser Paare sind nach Mafsgabe der Gleichung 
2j/s^& zu verwerfen. Folglich liefert unsere Gleichung zweiten 
Grades zwei Auflösungen, wie es sein mufs. 

Aufgabe. Man bringe die komplexe Gröfse a -\- bi auf die 
kanonische Form. Diese Form wird erteilt durch Bestimmung 
der Gröfsen q und q> aus 

!)(cos<fi -\- i sin(/>) ^ a -\- bi (1) 

Man findet durch Anwendung unseres Satzes: 

i)COS(fi=^a, Qsinrp^b, i) = \/ a''-\-b''. . (2) 
Q nehmen wir immer als positiv an. Dann ist durch die 
Vorzeichen von a imd b unzweideutig über den Quadranten ent- 
schieden, in welchem y Hegt. Ist z. B. a eine negative, h eine 
positive Zahl, so ist cos<f negativ, sw^j positiv, also liegt if im 
zweiten Quadranten. Der Wert von tp kann aus einer der beiden 
ersten Gleichungen (2) entnommen werden, 
LeJtrsatss des Moivre (spr. Meuwr): 

(cosq) + isinip)" = cosnqi -\- tsinnq. . . (3) 
Man zeigt zunächst durch Auerechnung die Richtigkeit der 
Gleichung : 

{cosa -|- isma)(cosß + isinß) = cos(a -\- ß) -\- isin(a + ß). 
Dann führt man den Beweis, indem man ß^a nimmt, fllr m = 2 ; 
hierauf durch die Annahmen 2 a statt a, a statt ß für m == 3 u. s. w., 
endlich allgemein durch vollständige Induktion. 
Aufgabe. Man !öse die Gleichung 

x"=l (4) 

Wir setzen x^cosij>-\-isinq', dann wird cos{nfp)-\- isin(n<p)^ 1, 
also cosiKp ^ 1, ninntp = 0. 
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Beiden Gleichungen wird genügt durch die Annahme für in als 
ganze Zahl ^^^^.360. 

also erhält man durch m = , 1 , 2 , . . . , « ~ 1 im ganzen 
n Lösungen. Mehr sind nicht vorhanden , da für mi ^ n -\- in 
dasselbe x herauskommt wie für m. Es ist also die Lösung von (4) 
X — cos im ■ —^) + ^ sm [m ■ -^j- ■ ■ (») 
Die Lösung der Gleichung (4) bedingt also diejenige der Auf- 
gabe, ein regelmäfsiges «-Eck zu zeichnen, und umgekehrt. 
Gelingt es, die Gleichung (4) lediglich durch Quadratwurzeln zu 
lösen, so ist es möglich, ein regelmäfsiges M-Eck mit Lineal 
und Zirkel zu zeichnen. Man kann nun (4) zerlegen in 
ix — l){x"-' + x"-^ + - ■ ■ + :c + 1) = 0. 
Ist ein Produkt aber gleich Null, so ist mindestens einer der 
Faktoren gleich Null, also entweder x == 1 oder 

^'^-1 _i_ X"-'' + -.-+«+1 = 0. . . (6) 
Für « = 5 hat man 

^* + 3^3 + a^ä 4. ^ _|^ 1 = 0, 

Hieraus folgt durch ^ = x -\ — die Gleichung 
i/S + ;/ _ 1 = 0. 
AnmerUting' Es ist zweckmöfsig , de» Satz über das Verschwinden 
eines Prodtikts für die komplexen Gröfsen ausdrücklich zu beweisen. Aus der 
Annahme (« + h i){c -f (2») = folgt 

ac^bd = <i, ad-^hc^f) (7) 

nnd daraus 

abc^b^d, abc^ — a-^d, also (a^ + b^) d — ; 
abd^a^e, abd = --b'c, also (a^ + &') c — 0. 
Also müssen entweder d und c gleichzeitig verBchwinden oder a und b. Und 
damit ist der Sata bewiesen. 

Gehen wir jetzt zur Entwicklung einiger Reihen* über. Man 
beweist für ganze positive n durch vollständige Induktion den 
binomischen Lehrsatz: 

H +>:" (8) 

Ersetzt man hierin x durch -, n durch nx, so wird 

' In einfacher, nicht immer strenger Darstellung. 
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— 150 — 
Also für ein sehr grofses (unendlich grofses) n erhält man 

(l + -})"■' ^l + ^ + ly + S + iyH 

Nun setzen wir e = f 1 + -] ' für n = '^^ 

und finden e- = 1 + ~ + |J + ~ + g + ■ - ■ (9) 

Also ^=i + T + r^3 + n|T3 + n2^3-4H- ■ (i^) 

Die Ausrechnung ergiebt: 

e = 2,718281828459 . . . 
Jetzt setzen wir in Formel (8) für x ein - und erhalten 

(x + y)'- = X- -\- n ■ x"-^y + " "rä ^ "~'^y^ + 
n(n -l}{ n — 2) „_3 , , 

1.2-3 ^ '!/ \ ' ' - 

Daher wird 

(cosf/i + isimp)"= cos"ip -j- ni ■ cos"~^(p ■ simp -f- ■ • ■ 
Das allgemeine Glied lautet: 

n(« — 1)(« - 2) ■■■{»- A + 1) „ , . , ., 

-^—-^^-.i ^ ■ ■ e<}s"-"fr ■ Bin">p ■ i". 

Lassen wir nun q» ^= - und n sehr grofs werden, nehmen wir 
femer an, der Winkel ip sei im natürlichen Mafs gemessen, so 
dafs für ein sehr grofses n — man denke etwa an eine Zahl mit 
100 Ziffern — gesetzt werden darf 



cos — =; 1 , sin — ^ — T 
dann wird das allgemeine Glied: 

1 . 2 ■ 3 - ■ ■ ft „'' ' 

oder, weil n überaus grofs ist, 



1 - 2 ■ S ■ ■ ■ ?( 
Andrerseits wird (cos(f -|- isinrp)'" =^ cosn(p + isinn<p = 
cosx -\- ifsinx, da nrp == x gesetzt worden ist. Wir erhalten 
also durch Trennung des Reellen vom Imaginären: 

»««' = i-T + fr-|r+ ("' 

sin X =^ X ö^ — j- F7 — 7! ~H (^^) 
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Hieraus folgt nun sofort durch Vergleichung mit (9) 

e^' = cosx + isinx (13) 

,„sx = '^^^^", sin X = '" ~f -- ■ ■ (14) 

Aus (13) folgen leicht die Beatimmungen: 

e-^i = 1, e''' = ~l, e^''' = i. , . . (15) 
Wir müssen uns nur erinnern, dafs x in natürlichem Mafs 
gemessen ist. Nehmen wir die Zahl e zur Basis eines Logarithmen- 
systems, so erhalten wir die natürlichen Logarithmen. Zur 
Unterscheidimg von den künstlichen Logarithmen mit der Basis 10 
schreiben wir Ix zur Bezeichnung des natürlichen, logx zur Be- 
zeichnung des künstlichen Logarithmus. Es ist 

e^^ = x, W«^^x, W^'^e. . . . (16) 

Also (10*"»^)'' ^ lOloge.lx = a- ^ Ißi-.... 

Daher log x ^ löge • Ix (17) 

Man findet löge = 0,434294481903 . . . 

Aus (13) folgt xi ^= Kcosx -\- isinx). ..... (18) 

Man sieht, dafs die Logarithmen komplexer (und negativer) 
Zahlen imaginär sind. Aber da e^"' ^ 1, so kann man mit 
demselben Rechte wie (18) behaupten: 

xi + 27ti = l(cosx 4- isinx). 
Die Logarithmen sind nicht eindeutige, sondern unendlich viel- 
deutige Funktionen. Es ist ferner 

Andrerseits ist 
(1 + ^)" -!_."'' ■ 



-=l(l + x)- 



Daher ist 



(19) 



i(l + ») H gl -I 81 'I = a= + -ar 

Hieraus folgt für n ^ 

i(l + ») = »-y + i|^~y- (20) 

Für — X statt x findet man sofort 
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In der ffei'dei'.sciifui \'ci-la;^Hliaii<lliin{>: 7.u I'reiharg im Bceisgau 
ist erschienen iiiul (Ivircli alli' BuclilmruUimgeiL zu beziehen : 

Lehrbuch der Algebra. 

Theoi'fitisch-praktische Anlcifung zum Studium 

fler Aritlmiotik und Algebra. 

Zum ßeliranDhe an Ruberen Lehranstalten, inshesonilere an G-ymnasien, bearlieitet 

Prof. I>i'. J. van Heiigel, 

gr. 8". (VIII u, •J89 S.) M. 5; geb. m Ilalbledev mit Goldtitol M, 5.fi0. 



„Vom itm Olierlelirei' am G;iniiasiniii zu Emmeridi, Professor Dp. i. vaii 
Hengel, iht ein Lelirliueli der Algubi'a Uerausgegebeii worden, das nacli 
einem rait darüber ei statteten kundigen tintacliten die Beaelitnng der Fach- 
leluei der Mathematik in lioliem (ira^Ie verdient, worauf wir die Direktionen 
und ßektoiate liieiuiit anfmerksam machen wollen." 

Koblenz tieii H Jannar 18SS. 

Kiini'ß fiotlmlfil-Sfhirl KoUfr/him l'uttl ^iiiei 



„Übel den z^werk des ^oiliegenden Leliibuches iist dei Heir Veitassei 
Die Algebia muas von ihren Fundamenten ftu? begonnen und Sdintt füi Schutt 
weitejgeführt weiden denn bei dem innigen Zusammenhang in welchem Are 
einzelnen Lehrsätze unteieinandei stehen kann nichts entbehrt werden diich 
ües'^en Fehlen eine Lücke in dei Anfeinandei folge entstände Die lückenlose 
Auteinandettulge dei anthmetisclien Lehrsatze sowie eine mogliehst weitgehende 
Fas-^^ng lei Begiiftsbeetinunungen hat denn auch dei Herr Verfasser bei dei 
Abfassung des Lehibuches vorzugsweise im Auge eehabl Ich hofte duich 

das Gelieferte den l ehrgang hinreidiend ingedeutet zu haben und wünsche 
dass leeht Mele sich hierdurch verania st sehen mögen das mteies'sante and 
mit gro s m Flei«SP duicbgeaibeitete Lehibuch zu studieien " 
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